1 Urcité integraly

Véta 1 (z minulého semestru). Necht f je spojitd na intervalu [a,b] a necht F
je primitivng funkce k f na (a,b), potom

b
(B) [ 1) do = i Pl) = Jim, Fla)
Definice 2 (Newtoniv integral). Necht f je definovina na intervalu (a,b),
a,b € R*, a < b, a md na (a,b) primitivni funkci F. Definujeme Newtoniv
integral z funkce f na od a do b jako

b
N der = lim F(z)— lim F
) [ #@)de = Jim F@)— lim Pla).
pokud md vijraz na pravé strané smysl.
Vigraz lim F(x) — lim F(x) nazgvime piiristkem funkce F od a do b a
z—b— r—a+
b

zkrdcené jej znacime [F(x)], .

Poznamky a pt¥iklady. 1. Je-li (N) fabf € R, pak Fikime, Ze f je new-
tonovsky integrovatelnd na (a,b), nebo také, Ze dang Newtoniv integrdl
konverguje. MnoZinu vSech newtonovsky integrovatelngch funkci znacime

N((a,b)).

2. Plati )
p+1 1
. [Q;T}O_m’ p+1>0,
/ P dr = [logm]é = 00, p+1=0,
0 'mp+1'1_
_pH_O—oo, p+1<0,
a r 700
.p+1
. _7;7+1_1 = 00, p+1>0,
/ zP dx = { [logz]]° = o, p+1=0
1 [op 1] 1
22T pei<n

Specidlné dostavdame, zZe Newtontiv integral mize bijt konecnij i pro neome-
zené funkce a i pro neomezené intervaly. RovnéZ takto snadno dostaneme
funkci, pro kterou plati (N) fol fER, ale (R) fol f neemistuge.

3. Na druhou stranu, napi. pro funkci f(x) = sgnzx, x € [-1,1], plati,
Ze (R) f_llf existuje, ale (N) f_llf neni definovdn, protoZe f nemd na
(=1,1) primitivni funkci.

4. (per partes pro Newtoniv integrdl) Necht maji funkce f a g na intervalu
(a,b), a < b, primitivng funkci F, resp. G. Potom

b b
/fmamm:wmmm%/fummm

md-li pravd strana smysl.



na

5. (substituce pro Newtoniv integrdl) Necht f : (a,b) = R a ¢ : (o, 8) —
(@, b) md vlastni na (o, B) a ¢’ >0 (nebo ¢’ <0) na (o, B). Potom

b B
<Ny/.ﬂmdx=<Ny/ ¢'(@)] - f o p(a) da,

pokud md alespori jedna strana smysl.

Vé&ta 3 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Je-li f € R([a,b]) N
N((a,b)), potom
b b
® [ =1

2 Aplikace urcitého integralu

Necht 7 : [a,b] — R? je kiivka a nechf D € D([a,b]) je déleni s délicimi body
a=z9<x <+ <xy = b Potom definujeme

Lv.D) = 3 eien) — (o),
1=0

kde |a — b| je eukleidovska vzdélenost definovand jako

n

> (@i —b)2.

i=1

la —b| =

Délku kiivky « pak definujeme jako

l(v)= sup L(y,D).
DeD([a,b])

Specilnim pfipadem je délka grafu funkce f : [a,b] — R. Takovy graf ma
pfirozenou parametrizaci v : t — (¢, f(t)), t € [a,b]. Pro tento specialni piipad
jsme za piedpokladu, ze f’ je spojita na [a,b] (tj., f lze rozsifit na otevieny
nadinterval intervalu [a, b] na spojité diferencovatelnou funkci) odvodili vzorecek

b
zwz/wwwumm

Dale jsme definovali tzv. gamma funkci I': (0,00) — R pfedpisem

[(x) :/ t* et dt
0
a dokazali jsme
e I'(1) =1 (pfimym vypoctem),
e I'(x+1)==a T'(x) (per partes),
e I'(n+1) =nl, neN (vyplyva z pfedchozich dvou vlastnosti),

e I je skutetné dobfe definovana na (0,00) (tj. integral konverguje).



3 Diferenciilni rovnice

Definice 4 (Obycejna diferencidlni rovnice). Obycejnou diferencidlni rovnici
(krdatce ODR) budeme nazjvat rovnici ve tvaru

F(fM™ @), fm (@), ..., f'(x), f(z),z) =0, (ODR)
kde F : R"™2 D Dp — R je néjakd funkce.

Definice 5 (Reéeni ODR). Funkci f definovanou na neprizdném otevireném in-
tervalu I nazgvime fesenim rovnice (ODR), pokud md ve vsech bodech I vlastni
derivaci aZ do Tadu n a ve vech bodech x spliiuje rovnici (ODR).

Mazimdlnim 7eSenim rovncie (ODR) nazjvdme takové jeji feSeni f, Ze ne-
existuje jiné jeji fesent g splitujici Dy C Dy.

Poznamky a priklady. 1. Nezndamou funkci éasto oznacujeme y(x) a casto
také vynechdvame proménnou x. Rovnice, které spliiugi nasi definici jsou
naptiklad

y'—yzO, y”—l—y:O, (y”’)Qy—sina::O,

(zde by odpovidajici funkce F na levé strané byly F(u,v,w) = u — v,
F(u,v,w,2) = u? +w a F(u,v,w, z,t) = u?>w — sint). Napriklad rovnice
y'(y) =0 ale definici nespliiuje.

2. Rddem rovnice (ODR) oznacujeme takové k, ze f*) je nejuyssi derivace,
kterd se metrividlné v rovnici vyskytuje (obecné spiSe neformdlni, ale v
konkrétnich pFipadech bude ddvat dobry smysl).

Rovnici (ODR) pak casto wvaZujeme i ve tvaru rozredeném vzhledem k
nejuyssi derivaci, tedy ve tvaru

F (@) =GV, L f ). (1)

Rovnéz casto wvazujeme vektorovou ODR (soustavu), kde pro nds bude
zakladnim piikladem soustava rovnice 1. Fddu vyieSend vzhledem k (proni)

derivaci ,
fl :Fl(fla"'afn7x)a

fé:FQ(f17"'7fn7m)7
. (2)

f'r/L = Fn(fla"'afnax)a
pFipadné ve vektorovém tvaru
f =F(f,z),

kde



Kazdou rovnici tvaru (1) miZeme ekvivalentné zapsav ve tvaru (2) pomoci

substituce
g1:f7 gQZfl7"'7gn:f(n_1)7
ta pak ddvd
gi = g2,
95 = g3,

9; - G(gnagn—ly <. 91, .f)
Napf. rovnici y" = —y miZeme takto (pomoci y1 =y a y2 = y') prevést
na soustavu ,
Y1 = Y2,
Yo = —y1.
Tu pak mizZeme zapsat i v maticovém zdpisu

y =A-y,

0 1
y= (y17y2)7 A= <_1 O) .

3.1 Rovnice 1. fadu

kde

Zacneme z rovnicemi 1. fadu, ty budeme zpravidla uvazovat ve tvaru rozieSeném
vzhledem k (prvni) derivaci, tedy

y' = F(z,y).
Popisuji zpravidla rust/pokles n&jaké veli¢iny, napt.
y' = ay,

pro a > 0 neomezeny rust populace, pro a¢ < 0 jednoduchy model chemické

reakce,
(i)
M

omezeny rist populace, kde M udavd maximélni kapacitu prostiedi. Prvnim
specidlnim druhem budou tzv. rovnice se separovanymi proménnymi, tedy rov-
nice ve tvaru

Y = f(x)g(y). (SP)

Umluva: kdykoliv fekneme interval, budeme mit na mysli neprazdny otevieny
interval.

Véta 6 (FeSeni rovnice (SP)). Necht

o f je spojitd na intervalu I,



e g je spojitd a nenulovd na intervalu J,

o F je primitivni funkce k f na I,
1

o G je primitivnt funkce k — na J,
g

Potom:

1. gsou-li C' € R a interval I* C I voleny tak, aby platilo
F(z)+C € Dg-1, zel”

pak je funkce
y(@) = G (F(x)+C), zel (3)

resenim rovnice (SP).

2. Volme xg € I ayy € J a poloZme

r@- [ soa ¢w- [ 1o

Potom je funkce

y*(z) = (G*)H(F*(2))
Fesenim rovnice (SP) na okoli bodu x¢ spliiujicim y*(xo) = yo (4. y*
je feSenim tzv. Cauchyovy ilohy). Navic, pokud je z Feseni rovnice (SP)
spliiugict z(xo) = yo, potom existuje okoli budu xo, na kterém plati z = y*.

Jak dostaneme pomoci Véty 6 maximalni feSeni? Nejprve si vSimneme, Ze
pro kazdy nulovy bod C funkce g je y(z) = C, y € I C Dy feSenim (SP) (tzv.
stacionélni feSeni). Pokud ve Vét& 6 navic plati:

e [ je n&jaky maximélni interval v Dy,
e J maximalni interval v Dy minus nulové body g,
e [* maximalni interval spliiujici (3),

potom je fefeni y(z) = G~1(F(z)+ C) maximalni v nasledujicim smyslu: je-li o
krajni bod I* (feknéme levy) potom bud o & Dy, lim+ y(x) existuje, ale nelezi
r—«

v D, (v téchto piipadech uz nelze feSeni za tento krajni bod prodlouzit), nebo
lze feSeni y spojité navazat na stacionarni feSeni ve tvaru y = C pro né&jaké
C e R, g(C) =0. V poslednim pfipadé mizeme feSeni y prodlouzit (jako FeSeni
(SP)) pomoci nésledujici véty

Véta 7 (o lepeni pro (SP)). Necht
e 2 je eSeni rovnice (SP) na intervalu (a,b),

e w je fefent rovnice (SP) na intervalu (b, c),



g s = L= iy, wio)

e f je spojitd v b a g je spojitd v L.

Potom je funkce
z(z),  x€(ab),

w(zx), z € (bc)
resenim rovnice (SP) (na intervalu (a,c)).

Poznamky. Predchozi véta plati obecnéji pro rovnice y' = F(x,y), kde misto
spojitosti f a g, predpokldddme spojitost F' v (b, L).

Véta 6 a Véta 7 jsou tak podkladem pro nasledujici 6 krokovy postup pro
feSeni rovnic ve tvaru (SP):

krok 1. najdeme vSechny maximalni intervaly I v defini¢nim oboru Dy,

krok 2. najdeme vSechny maximalni intervaly J; v defini¢nim oboru D, sjednoce-

ném s nulovymi body ¢ (tj. v definiénim oboru %),

krok 3. ur¢ime stacionarni ¥eSeni odpovidajici nulovym bodim funkce g (na in-

tervalech Ij),

krok 4. pro kazdy interval I najdeme odpovidajici primitivni funkci F' a pro kazdy

interval J; odpovidajici primitivni funkci G

krok 5. pro kaZdou dvojici (I, J;) a C' € R najdeme vSechny maximélni intervaly

I* a jim odpovidajici fegeni y = G~ (F + C) podle Véty 6,

krok 6. feSeni piipadné slepime podle Véty 7, abychom dostali vSechna maximéalni
s

eSeni.

3.1.1 Linearni rovnice 1. fadu
Linearni rovnici 1. fddu budeme nazyvat rovnici
Y +a(z)y = b(z), (L1)

kde a a b jsou spojité funkce nangjakém intervalu («, 8). Nasledujici véta dava
navod, jak u rovnice (L1) nalézt obecné feSeni.

Véta 8 (feSeni rovnice (L1)). Necht
o A je primitivni funkce k funkce a na (c, 8),
e B je primitivni funkce k funkce be? na (a, B).

Potom y je obecné feseni rovnice (L1) na intervalu («, ) prdve tehdy, kdyz
ezistuje C € R, Ze
_ A —A
y=Be “ +Ce .



Pokud bychom hledali feSeni spliiujici pro néjakid zo € (a,f) a yo € R
pocatetni podminku y(zg) = yo staéi zvolit A, B a C ve vété jako

A(m):/xa(t) dt, B(x):/ib(t)eA(t) dt a C=yp.

0 0

3.1.2 Linearni rovnice obecného radu

Budeme uvaZzovat rovnice ve tvaru
an(2)y'™ + an_1(2)y" ) + -+ ar(@)y + ao(a)y = f(x), (L)

kde f,aq,...ap : (a,b) = R jsou spojité, a,(z) # 0, z € (a,b).
Takovou rovnici vzdy mizeme upravit do tvaru vyieSeného vzhledem k n-té
derivaci (proménnou z uz budeme zpravidla vynechavat)

n—1

f==3%" Ziyk

k=0 "

To naptiklad okamzité implikuje, Ze kazdé FeSeni y musi byt nejen diferenco-
vatelné, ale musi mit i spojitou derivaci fddu n. V tomto ohledu se nam bude
hodit i nasledujici zna¢eni (analogické ke znaceni C((a,b))): pro n € N budeme
oznacovat

C™((a,0)) = {f : (a,b) = R : f™ je spojita na (a,b)}.
Mnozina C™((a, b)) (stejné jako C((a,b))) tvoii (s obvyklymi operacemi s¢itani
funkei a nasobeni funkce konstantou) vektorovy prostor nad télesem R.
Homogenni (linearni) rovnice

Zatneme s piipadem, kde je prava strana rovnice (L) (funkce f) identicky rovna
0, tj. s rovnici ve tvaru

an(2)y™ + an_1(@)y™Y + -+ ay(2)y + ao(z)y = 0. (Lh)

Zde (diky linearité rovnice) plati, Ze mnozina vSech feSeni (Lh) na (a,b) tvoii
podprostor vektorového prostoru C"((a,b)). Pii studiu téchto rovnic vyuZzijeme
nasledujici obecnou vétu, jejiz dikaz zatim odlozime

Véta 9 (existence a jednoznacnost feSeni rovnice (L)). Necht f,aq,...,a, €
C((a,b)), an # 0 na (a,b), zo € (a,b), (Yo,---,Yn—1) € R™. Potom ewxistuje
prdvé jedno feseni y rovnice (L) na (a,b), pro které plati

y®(zo) =y, k=0,...,n—1.
Prvni informaci o prostoru FeSeni rovnice (Lh) bude néasledujici véta

Véta 10 (prostor FeSeni rovnice (Lh)). Dimenze prostoru vsech FeSeni rovnice
(Lh) (na intervalu (a,b)) je n.



Definice 11 (fundamentalni systém). Libovolonou bdzi prostoru Feseni rovnice
(Lh) budeme nazjvat fundamentdlnim systémem rovnice (Lh).

Pii studiu prostoru feSeni rovnice (Lh) (a rovnéz (L)) ndm pomuZze nésledu-
jici pojem:

Definice 12 (Wronského determinant). Pro ug,...,u, € C" !((a,b)) a = €
(a,b) definujerne Wronského determinant (Wronskidn) jako

u1($), ey un(x)
W(J?) = Wuh,..,un (1‘) = : R :
ugnfl)(gc), e u;"*l)(a:)

Véta 13 (vlastnosti Wronskidnu). Necht uq,...,u, € C"((a,b)) jsou Teseni

rovnice (Lh), potom W'(x) = fa"_il(z)W(z), x € (a,b).

an ()

Poznamky a priklady. 1. Wronskidn tedy, za predpokladu, Ze uq,...,uy,
jsou Feenimi rovnice (Lh), splituje jednoduchou linedrni diferencidlni rov-
nici 1. Fddu, kterou snadno vyresime. Je-li o € (a,b) potom plati

¥ an—1(t)
o On (t)

W (x) = W(zo)eA™, kde Alx)=— / dt. (4)

Specidlné dostavame, Ze v tomto pFipadé plati
Jz e (a,b): W(z)=0 <= Ve (a,b): W(z)=0.

Posledni vzorec nam rovnéz ddavda metodu sniZovdni Tddu v nasledujicim
smyslu: wvazme rovnici
" ! _
y' =2y +y=0. (5)

Snadno uhddneme, Ze funkce e* je jejim feSenim. Vime, Ze musi existovat
dalsi linedrné nezdvislé FeSeni. To uZ ale hadat nemusime, staci si uvé-
domit, Ze Wronskidn mizZeme spocitat dvéma zpisoby. Jednak z definice
(je-li y Feseni (5))

el‘

W (z) = det <(€m)’/’ 5) =e"(y —y),

N

a druhak pomoci (4), coZ ddvd, Ze existuje C € R, Ze
W(z) = Ce?®.
Porovndnim dostaneme, Ze

y —y=Ce".



To je rovnice 1. Fadu, kterou snadno vyiesSime, jeji obecné TeSeni md tvar
y = Dxe® + Ce®.

Odtud uz pak snadno odvodime, Ze fundamentdlni systém rovnice je napf.

{e”, ze”}.
Véta 14 (linearni nezavislost a Wronskian). Nechtuy,...,u, € C"((a,b)) jsou
reseni rovnice (Lh), potom {u,...,u,} je fundamentdlnim systémem rovnice

(Lh) prdvé tehdy, kdyz existuje x € (a,b), Ze W(x) # 0.

3.2 Nehomogenni rovnice - variace konstant

Necht y, je fedeni rovnice (L) (na (a,b)), potom obecné feSeni rovnice (L) (na
(a,b)) ma tvar
Y =Yp + Yn,

kde y;, je obecné FeSeni rovnice (Lh). Metoda variace konstant znamend, Ze
hladdme feSeni y, ve tvaru

(@) =Y Crl(@)ys(z),

k=1
kde {y1,...,yn} je fundamentalni systém rovnice (Lh).

Vé&ta 15 (variace konstant). Necht{y1,...,yn} je fundamentdlni systém rovnice
(Lh) a necht funkce Cy,...Cy : (a,b) = R spliiuji pro x € (a,b) soustavu

0
vi(x), o, yal®) Ci(x) .
3 : =1 0] (6)
(n—1) (n—1) , 0
v (@), e, oyn (x) Cr () f((x))

Potom funkce y,(x) = Z Cr(z)yr(x) je Fesenim rovnice (L).
k=1

3.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Nyni se budeme vénovat otazce, jak najit fundamentalni systém pro rovnici (Lh)
za predpokladu, Ze a, jsou konstantni funkce (toto pfedpokladame po zbytek
kapitoly).

Zakladni myglenka je, Ze feSeni hledame ve tvaru y = e*, pro takovou funkci
totiz plati, Ze je feSenim rovnice (Lh) pravé tehdy, kdyZ je A feSenim rovnice

A A" + A A" o ag A +ag = 0.

Polynomu na levé strané této rovnice se zpravidla ki charakteristicky polynom
(pfisludny rovnici (Lh)). Ma-li ale charakteristicky polynom vicendsobné nebo



Az

komplexni kofeny, neni mozné z funkci tvaru e?* sestavit fundamentalni systém

cely.
V obecném piipadé hledame fundamentalni systém néasledovné:

e nejprve najdeme koteny charakteristického polynomu
p()‘) = a,\" + anfl)\n_l + -+ a1A + ao,

e za kazdy redlny koten A nasobnosti k priddme do fundamentalniho systému

funkce

e pe L ke

e 73 kazdou dvojici komplexné sdruzenych kofent « + Bi nasobnosti k pfi-
dame do fundamentélniho systému funkce

e“® sin(Bzx), e cos(fx), ..., z* 1e®® sin(Bx), 2" 1e® cos(Bz).

Poznamenejme, 7e p je stupné n a tedy mé véetné nasobnosti n kofeni. Rovnéz
plati, Ze komplexni kofeny se musi vyskytovat ve dvojici komplexné sdruzenych
Cisel stejné nasobmnosti.

Specialni prava strana

Méame-li nalezen fundamentélni systém rovnice (Lh) miZeme nalézt FeSeni rov-
nice (L) pomoci variace konstant. Je-li ale prava strana ve specidlnim tvaru.
miZeme (u rovnic s konstantnimi koeficienty) nalézt feSeni nasledujicim postu-
pem:

Predpokladame, Ze f ma (specialni) tvar

f(z) = P(z)e* cos(Bx) + Q(x)e” sin(Bz),
kde P a @ jsou polynomy. Mozné tvary takové pravé strany jsou napiiklad
fz) ==, pro a =0, 8 =0, P(z) = 2!, Q(z) =0
f(z) = (z +1)e, proa=1,5=0,P(x)=z+1Q(z)=0
f(x) = (2% — 2)e?* sin 4z, proa=—-2,=4, P(x)=0,Q(x) =2 —x
Partikularni FeSeni 1, pak hleddme ve tvaru

yp(@) = a* [R(x) cos(Bx)e™” + S(x) sin(Bx)e™]

kde degp, degg < max(degp,degg) a k je nasobnost kofene o + i v charakte-
ristickém polynomu odpovidajicimu levé strané.
Naptiklad pro rovnici
y' =2y +2= (2% +1)e"sinz

plati

10



charakteristicky polynom mé tvar p(\) = A — 2\ + 2 a kofeny 1 =,

pravé strana ma specialni tvar pro
a=p=1, Px)=0, Q(x)=z*+1,

nasobnost kofenu « + ¢ v charakteristickém polynomu je 1

partikularni feSeni tedy hledame ve tvaru

Yp(z) = 2 [(Az® + Bz + C)e” cosz + (Da® + Ex + F)e” sinz] .

4 Ciselné fady

Definice 16 (Ciselna fada a jeji soucet). Necht {a,},> je ¢iselnd posloupnost.
0o N
Symbol Z an, budeme nazyvat nekonecnou fadou, ¢isla sy = Z an pak jejimi
n=1 n=1
catecnymi soucty.
o0

Existuge-li limita s = lim sy, nazjvame 3 soustem Tady Zan (piseme
N—o0

n=1

o0 o0
E an, = s). Rikdme, Ze fada E an:
n=1 n=1

e konverguje, pokud s € R,
e diverguje, pokud nekonverguje,
e diverguje k +oo, pokud s = +oo,
e osciluje, pokud neni s definovdno.
Poznamky a priklady. 1. Plati
konverguge, pokud |q| < 1,

oo
Z q" | diverguje k +o00, pokud g > 1,
n=1 v ostatnich pripadech osciluje.

i 1 {konverguje, pokud o > 1,
nOé

— v ostatnich pripadech diverguje k +oo.

2. Budeme (podobné jako u posloupnosti) pouZivat i Fady zacinajici jingym
indexem neZ n = 1. Plati (pro libovolné k € N) Ze

o0 o0
Zan konverguje < Zan konverguje.

n=1 n==k

Konvergence fady tedy nezdvisi na konecné mnoha élenech (pFipadny sou-
et viak pochopitelné ano).

11

fundamentalni systém homogenni rovnice tedy bude mit tvar {e® sinz, e* cos z },



3. (aritmetika Fad) pokud Z a, = A, Z b, = B, «, € R, potom
n=1

n=1
Z(aan + pby,) = aA + BB,
n=1

pokud md pravd strana smysl. Specidlnée pro o # 0 plati

o0 o0
Z an, konverguje <= Z aa, konverguje.
n=1 n=1

4.1 Rady s kladnymi ¢leny

(o]
Tedy tady Zan pro které plati a, > 0, n € N. Limita lim sy v tomto
ot N —oc0
piipadé (z divodu monotonie) vzdy existuje - bud kone¢nd, nebo 400 - proto
Casto piSeme

o0 o0
. Z a, < oo, pokud fada Z a, konverguje,

n=1 n=1

° Z an = 00, pokud fada Z a, diverguje.

n=1 n=1

o0
Véta 17 (nutnd podminka konvergence fady). Pokud nekonecnd Fada Z G,
n=1
konverguje, potom lim a, = 0.
n—oo

oo o0
Véta 18 (srovnavaci kritérium). Necht Z Gn G Z b, jsou fady s kladnymi
n=1

n=1
cleny a predpoklidejme, Ze existuje N € N takové, Ze b, > a,, n > N. Potom

(oo} oo
1. Z b, <00 = Z an < 00, nebo ekvivalentné

n=1 n=1
o0 o0

2. Zan:oo o an:oo.
n=1 n=1

oo o0
Véta 19 (limitni srovnavaci kritérium). Necht Z ay a Z b,, jsou Tady s klad-

n=1 n=1

b
nymi cleny ¢ lim — = L. Potom
n—00 Ay,

(oo} oo
1. pokud L > 0, pakan<oo == Zan<oo,

n=1 n=1
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2. pokud L < o0, pakZan<oo == an<oo,

n=1 n=1

3. pokud L € (0,00), pak Zan<oo — an<oo.

n=1 n=1

oo
Véta 20 (podilové kritérium). Necht Zan je tada s kladnymi cleny a L =

n=1

. Qp41
lim -2, Potom

n—oo (A

(oo}
1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

2. pokud L > 1, pak Zan = 0.

n=1

o0
Véta 21 (odmocninové kritérium). Necht Zan je tada s kladngmi cleny a

n=1
L= lim a,. Potom
n—oo
(oo}
1. pokud L < 1, pak Zan < 00,
n=1
2. pokud L > 1, pak Zan = 00.
n=1
vn! 1

Dulezité limity: lim ¥/nP =1, lim — = =

n—00 n—oo  n

n!
> <0
n=1 n
v piipadé, ze L = 1, nedévaji kirtéria o konvergenci zadnou informaci, nejsou
o0
tedy schopna odhalit divergenci ani zjevné divergujici fady Z 1, kterou nejsou

n=1
[e'S)

1
schopna odlisit od konvergujici fady Z — - Poznamenejme jesté, ze ve formu-
n

laci odmocninového kritéria miZzeme v definici L nahradit limitu limes superior.

Véta 22 (integralni kritérium). Necht N € N a f : [N,00) — [0,00) je neros-
touci a spojitd na intervalu [N, 00). Pokud a, = f(n), n > N, potom

Z an konverguje < (N)/ f(z) dx < .
N

n=1
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Naptiklad konvergence integralu / dx tedy implikuje konvergenci
2

2

xlog”x
o~ L
fady Z nlogn’
n=2

4.2 Rady s obecnymi ¢leny - alternujici Fady

Jde o fady de tvaru Z(—l)"an, kde a, > 0, n € N.

n=1
o0
Definice 23 (absolutni konvergence). Rikdme, Ze nekonecnd iada Z ay, kon-
. n=1
verquje absolutné, pokud plati Z lan| < oo.
n=1
[ee]
Véta 24 (konvergence a absolutni konvergence). Pokud Fada Z an konverguje
n=1

absolutné, potom konverguje.
Véta 25 (Leibnizovo kritérium). Necht {a,}5° ; je nerostouct posloupnost spl-
oo

fiujici lim a, = 0. Potom tada Z(fl)"an konverguge.

n—oo
n=1
o (-D)"
Rada Z ——— konverguje, ale nekonverguje absolutné. Je dobré si viim-
n
n=1

nout, ze fady jak kladnych ¢asti, tak zapornych ¢asti této fady obé& diverguji k
+o0. Takto je to vzdy v pfipadé konvergentnich rad, které nekonverguji abso-

lutné.
oo

Plati nésledujici tvrzeni: pokud Fada Zan konverguje, ale nekonverguje

n=1
absolutné (v takovém piipadé fikame, Ze konverguje neabsolutng) potom

Z(an)f =00 a Z(an)+ = %,
n=1 n=1

kde x4+ = max(+z,0) zna¢i kladnou a zapornou ¢ast .
Na druhou stranu plati nasledujici charakterizace absolutni konvergence:

o0 o0 o0
(Z lan| < oo> — l(Z(an)_ < oo) A (2:(an)Jr < oo)] .
n=1 n=1 n=1
Neabsolutné konvergentni fady maji i nasledujici pozoruhodnou vlastnost: po-
o0
kud fada Z a,, konverguje, ale nekonverguje absolutné a s € R*, potom existuje

n=1

14



bijekce 0 : N — N, Ze plati

Z aa(n) = S.
n=1

o0
Takovou fadu oznacujeme za pierovnani rady E an a specidlné tedy plati, ze
n=1

u neabsolutné konvergentnich fad soucet na pferovnani zavisi.
o0

U absolutné konvergentnich fad je situace opét naprosto opacna. Je-li Z an

n=1
absolutné konvergentni, potom pro kazdou bijekci o : N — N plati

Z ag(n) = Z Qnp.
n=1 n=1

Soucet tedy v tomto piipadé na prerovnani nezavisi.

Véta 26 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {b,}o2; a {an}o2 jsou
posloupnosti s redlngmi éleny, {an}o2; monotonni.
Pokud plati alespori jedna z ndsledujéich podminek:

(o]
e (Dirichlet) lim a, = 0 a posloupnost cistecniyjch soucti Tady an je
n— 00

n=1
omezend,
o0
o (Abel) posloupnost {a,}o>y je omezend a fada an konverguge,
n=1

o0
potom Tada Z anb, konverguge.

n=1

4.3 Soudin Fad

oo o0
Definice 27 (Cauchytv soucin fad). Necht Zan a an Jsou nekonecné

n=1 n=1

o0
fady, potom jejich Cauchyiv soucin definujeme jako Tadu Z Cn, kde

n=1

n
Cn = § arbp k1.
k=1

o0 o0

Véta 28 (soucin fad). Necht Z an @ Z by jsou absolutné konvergentni Fady
n=1 n=1

se soucty A, resp. B, potom jejich Cauchyiv soucin konverguje absolutné a md

soucet A - B.

15



=
NG

oo
Pro (neabsolutné konvergentni fadu) Z plati, ze limita
n=1

n
lim E ApOp—k+1
n—yoo £~

neexistuje, soucin této fady se sebou samou tedy nekonverguje. Pokud polozime

(oo} n

exp(z) = Z %, r eR,

n=0

potom (po tpravich za vyuZiti binomické véty a piedchozi véty o soucinu Fad)
dostaneme

x© n o sk n—k
exp(z) - exp(y) i;) = Z Z (kl ' (j—k)‘)

Il
P
L]
2|5
N———
3

=0 n=0 k=0

x4+ y)"

-y! ,y) = exp(z +y)
n!
n=0
Staci jesté dokizat, ze
-1
Jim SP@ L
x—0 x

a budeme kone¢né mit dobfe definovanou exponencialni funkci. Porovné mazeme
definovat

o p2n+1 o " z2n
sinfe) = 2 (Vg @ el = 2 U g

4.4 Posloupnosti a fady komplexnich ¢isel

Posloupnosti a fady komplexnich ¢isel definujeme analogicky k redlnému pii-
padu. Posloupnosti myslime zobrazeni f : N — C a opét pouzivame znaceni a,,
misto f(n) a {an}oe. Limitu definujeme obdobné (pro L € C)

lim a, =L < Ve>03INeNVneNn>N:la,—L|<e.

n—oo
Zde pouzivame obvyklé znaceni |z| = +/2Z. Nekonetné fady a jejich soucty
definijeme op&t analogicky k redlnému ptipadu (pouZividme limity Gaste¢nych
soucti).

Je dobré si uvédomit, ze v jistém smyslu nejde v zdsadé o nic nového, protoze
fady komplexnich ¢isel mizeme studovat po slozkach, plati totiz

i(an—kbni):a—kbi — (ian=a>/\<§:bn:b>.
n=1 n=1 n=1
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Specialné tedy plati, Ze vySetfovani konvergence fad komplexnich ¢isel lze (ale-
spoh teoreticky) pfevést na vySetrovani konvergence fad redlnych ¢isel. Rovnéz
stale plati nutnd podminka konvergence lim a, =0 a i tvrzeni

n—oo

oo o0
Z lan| <0 = Z a, konverguje (tj. ma soucet v C).
n=1 n=1

Plati i véta o soucinu fad (pro absolutné konvergentni fady). Specidlné tedy
miZeme roz§ifit definici exponencialni funce na C a bude stale platit exp(x+y) =
exp(z) exp(y). Odtut snadno odvodime

et — e (cos b + isinb).

Toho jsme vyuzili k dikazu nésledujiciho uZite¢ného tvrzeni: je-li x # 2km,
k € Z, potom maji fady

Zsin(nx) a Zcos(nx)

omezené posloupnosti ¢astecnych osucti. V kombinaci s Dirichletovym kritériem

o0 .

sinn

tedy dostaneme napiiklad konvergenci fad —_—
y p g vy NG

n=1

5 Mocninné rady

Definice 29 (mocninné fada). Necht {a,}>2, je posloupnost kompexnich cisel

o0
a zp € C. Symbol Z an(z — 20)" budeme nazgvat mocninnou Fadou se stiedem
n=1
20-
Poznamky a priklady. 1. Formdlnim dosazenim konkrétni hodnoty z € C
do mocninné Fady dostaneme klasickou ¢iselnou radu, kterou miZeme stu-
dovat obvyklymi metodams.

2. Napfikad volbou a, = 1, n € N, dostaneme geometrickou Fadu, pro tu
plati

i o konverguje absolutné pro |z|] < 1

= nespriuje nutnou podminku konvergence pro |z| > 1.

Volbou a,, = % dostaneme fadu definujici exponencidlni funkci, kterd kon-
verquje absolutné pro vSechna z € C.

o0
Véta 30 (polomér konvergence). Necht Zan(z — 20)" je mocninnd Fada a

n=0

z € C. Polozme R = (s konvenci = =0 a & = 00). Potom

1
lim sup {/|a,|
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o0
1. pokud |z — z| < R, potom (¢iselnd) Fada Zan(z — 20)" konverguje ab-

n=0
solutné,

o0
2. pokud |z — 29| > R, potom (&iselnd) Fada Zan(z — 20)" diverguje (Tada
n=0
nespliiuje nutnow podminku konvergence).
Poznamky a priklady. 1. Hodnoté R z piedchozi véty rikame polomeér kon-
o0

vergence mocninné Fady Z an(z — 20)". Podminky (1) a (2) uréuji polo-
n=1
meér konvergence jednoznacné.

2. Pokud ezistuje limita lim 2]
n—o0 |a7l+1|

, potom je jeji hodnota rovna poloméru

konvergence.
0 o o
3. Pro tadu nzz;)z” plati R =1, pro fadu nz:% ] plati R = oc.
o0
Véta 31 (derivace mocninné fady). Necht Z anz" je mocninnd Fada s polo-
n=0

mérem konvergence R. Pro x € (—R, R) poloZme

fz) = Z anx".
n=0

Potom pro x € (—R, R) ezistuje vlastni f'(z) a plati

() = f: na,z" "'
n=1

Navic plati, Ze mocninnd Fada napravo md polomér konvergence R.
Poznamky a priiklady. 1. Vétu mizZeme aplikovat opakované, ¢imz speci-

dlne dostaneme, Ze tada f(x) = Zanaz” definuje na intervalu (—R, R)
n=0

nekonecnékrdt (spojité) diferencovatelnou funkci.

o n

2. Pro exp(x) = Z x—', r € R, plati
n

n=0

n—1

(exp(a))' = 3 g5y = expl)

n=1
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Protoze exp(0) = 0, dostdvime specidlné

exp(z) — 1 _1

lim
x—0 x

Tim jsme konecné dokoncili dikaz existence a jednoznacnosti exponenci-
dlni funkce.

. (integrace mocninné fady) Véta md i svou integrdlni verzi: pokud f(x) =

> e xn-i—l
Z anx” a g(x) = Z anm, potom
n=0 n=0

/f <g na(—R,R).

. (verze pro urcity integrdl) Pro —R < a < b < R plati (pro Newtoniv i
Riemanniv integral)

b o0 )
/ E apx”™ dr = g / apx” dz.
a n—=0 n=0"2

. Vétu casto pouzivime ke sc¢itani ciselniych Fad. Napriklad snadno ovérime,
X n

Ze pro f(x) = Z % plati

n=1

Floy= Y =
n=1

a tedy .
f(z) = —log(l—2x), |z|<1.

Porovndnim hodnot v bodé 0 (f(0) =0 a —log(1—0) = 0) pak dostaneme

integracni konstantu rovnu nule a plati f(x) = —log(1 —x), |z| < 1. Tedy
oo
1
oy . o . 5
napiiklad pro ciselnou Fadu g 1 —En dostaneme soucet —log(3).
n=

Je pozoruhodné, Ze ackoliv je vyslednd fukce —log(1—x) definovdna v bodé
X n
—1 a mocninnd Fada Z r rovnéz konverguje v bodé —1 (podle Leibnizova

- = (-1
kritéria), nemizeme podle véty usoudit, Ze plati Z —— = —log2.
n

n=1

Tato rovnost ovsem skutecné plati a je disledkem ndsledujiciho tvrzent
o0
zndmého jako Abelova véta: necht g a,z" je mocninnd fada s polomérem

n=0
konvergence R. Potom plati
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oo
(a) pokud konverguje Fada Z a, R", potom plati

n=0
(o) o0
E ap,R" = lim E anpx”
r—>R—
n=0 n=0

(b) pokud konverguje Fada Z an(—R)", potom plati

n=0

[eS) [eS)
g an(—R)" = lim E anz™.
r— R+
n=0 n=0

oo

6. Pro f(x) = Zanx", x € (—=R,R) an €N plati

¥ (z) = i nin—1)---(n—k+Da,z" ",
n==k

(k)
Dosazenim x = 0 dostaneme f*)(0) = klay, tedy rovnéz plati ay = T e
dostdvdme koeficienty, které dobie zndme z Taylorovijch polynomi. Plati
tedy, Ze funkce zadand mocninnou fadou je v kruhu konvergence souctem

tzv. Taylorovy Fady (se stejnym stfedem), ve smyslu ndsledujici definice.

Definice 32 (Taylorova fada). Necht f je funkce, kterd je nekonecnékrdt dife-
rencovatelnd v bodé xy. Porom definujeme jeji Taylorovu fadu se stiedem v bodé
xg jako

> £(n) (4
> e
n=0 '

Obecné neplati, ze by funkce méla byt sou¢tem své mocninné fady (i kdyz
tato konverguje) kdekoliv mimo stfed xq. Napiiklad funkce

B e_w%, x # 0,
J(@) = {O, z = 0.

splituje £(™(0) = 0, n € N a tedy pfislusna Taylorova fada se stiedem v bodé 0
konverguje na R k hodnoté 0, nicméné f(x) # 0, x # 0.

Taylorovy fady nemusime nutné pocitat z definice, ale ¢ato mizeme vyuzit
naSe poznatky z teorie mocninnych ¥ad (na zakladé vySe uvedené poznamky),
napiiklad pro funkci f(x) = arctan x plati

Fla) = poy = () = ) el <1,

n=0 n=0
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a tedy (po urCeni integracni konstanty)

s x2n+1
flx) = Z(—Dnm, || < 1.
n=0

Mocninnd fada napravo je pak uz nutné Taylorovou fadou funkce arctanz se
stfedem v bodé 0.

Definice 33 (realné analyticka funkce). Rikdme, Ze funkce f definovand na ote-
vireném intervalu I je redlné analytickd (na I), pokud pro kazdé xq € I existuje
6 > 0, Ze f je souctem své Taylorovy Tady se stiedem v bodé xy na intervalu
(J)Q — 0,10+ (5)

Napftiklad funkce log z je realné analytickou funkei na intervalu (0, c0). Jeji
Taylorovu fadu pro obecné zy € (0,00) (jejimZ je pak nutné souc¢tem na (xg —
R,x0 + R), kde R je piislusny polomér konvergence) jsme spocitali (metodou
podobnou vy$e uvedenému vypoctu u funkce arctan ) jako

1 (2 —mxo)"Ht

1:6”'1 n+1

log(zo) + 3 (~1)"
n=0

Polomér konvergence je zjevné roven zg.

Pro reéilné analytické funkce tedy plati nasladujici: jsou-li f a g redlné ana-
lytické na okoli bodu z¢ a plati f(™ (zq) = ¢ (z0), n=0,1,..., potom f =g
na okoli bodu xg.

Jinymi slovy: mocninné fady se shoduji, praveé tehdy, kdyz se shoduji vechny
jejich koeficienty. To muzeme pouzit napiiklad pfi feSeni diferencidlnich rovnice,
kde (za pfedpokladu existence redlné analytického FeSené), miZzeme hledat FeSeni
ve tvaru mocninné fady.

Zkusime nalézt feSeni rovnice y” = y ve tvaru mocninné fady. Pfedpokla-

o0
dejme, 7e y = Z anx". Potom

n=0

o0
Yy = Z n(n —1)ap,z™ 2.
n=2
Protoze dvé mocninné fady se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji v8echny
jejich koeficienty, bude y feSenim rovnice pravé tehdy, kdyz bude platit
ap—2 =n(n—1a,, n>2.
Opakovanym vyuzitim tohoto vztahu dostaneme podminky
apn aq

agk:m a Clgk.;,.lzm. k e N.

Hodnoty ag a a; pak odpovidaji poc¢atecni podmince

y(0) = ag, ¥'(0)=as.

21



Volbou ag = 1 a a; = 0 dostaneme

o 2k
= T;) 28! = argcosh z,
volbou ag = 0 a a; = 1 dostaneme
o 2k+1 .
Yy = > m = argsinh x.

Mocninné (Taylorovy) fady miZzeme rovnéz pocitat pomoci pravidel, ktera zname
z vypo¢tu Taylorovych polynomd.

o0

oZ(aan+ﬂb —aZanaz +52bx

n=0

6 Alternativni sc¢itaci metody

Definice sou¢tu nekonecné fady pomoci limity ¢asteénych sou¢td nemusi vzdy
vyhovovat naSim potiebam. Existuje mnoho dal§ich zpuasobi, jak soucet rady
definovat a vyuzivaji se rovnéz ruzné axiomatické piistupy, napiiklad muzeme
pozadovat platnost néasledujicich axiomi

o0

(N1) (V) (aan + Bb,) = Zaﬁﬁ an,

n=0

N)Zan =ag+ (N)Zan—H-
n=0 n=0

7 téchto axiomu napiiklad dostaneme

N a"=1+(N)) 2" =142(N)) 2"
n=0 n=0 n=0
coz dava -
MY -
n=0
oo
za predpokladu, Ze (V) Zm" je dobre definovana a vlastni. Zpravidla také
n=0

pozadujeme, aby platilo

N) i ay = i G,
n=0 n=0
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pokud fada konverguje v klasickém smyslu. Ukézali jsme si dvé metody, které
tuto podminku i oba axiomy (N1) a (N2) spliwji (existuji ale Siroce uZzivané
s¢itaci metody, které napiiklad nespliuji axiom (N2)).

Prvni byla Cesarovska séitatelnost, kde definujeme

)

o
. Sots1+---Sp
(€) D an =l =
n=0

pokud je limita napravo vlastni, Misto limity ¢aste¢nych soucti s, tedy pou-

Zivame limitu jejich aritmetickych paméru (tzv. Cesarovskou limitu). Pomoci
této metody jsme spocitali

n=0

Druha byla Abelovska s¢itatalnost, kde definujeme

(A) gan = 11*1}'{17 (le% an$n> ,

pokud je limita napravo vlastni. Tuto limitu zname z Abelovy véty.
Jako piiklad jsme spocitali

()31 = 1.
n=0

Rovnéf jsem si ukazali, Ze tato fada neni Cesarovsky sc¢itatelna (byla by ale
s¢itatelné Cesarovskou metodou druhého fadu, kde bychom pocéitali limitu arit-
metickych ptiméra z aritmetickych ptiméra).

7 Metrické prostory

Definice 34 (Metricky prostor). Metrickym prostorem nazgvime dvojici (M, p),
kde M je mnoZina a p : M x M — [0,00) je zobrazeni (tzv. metrika) spriujici
pro x,y,z € M:

1 p(z,y) =0 <= x=y,
2. p(z,y) = ply, z),
3. p(z,y) < plx,z) + ply,2) (trojihelnikovd nerovnost)

Na mnoziné R mame napiiklad metriky

p(CE?y) = |(E - y‘7 nebo p(x,y) = arctan ‘LL‘ - y| (7)
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obdobné mizeme vybavit mnozinu R? metrikami

d
p(z,y) = Z — )% nebo  p(z,y) len Ynl, ®)

které jsou specidlnimi piipady metrik

1
d P
n=1

pripadné metrikou
p($7y) = maXd|xn_yn|7 (10)

n=1,...,

ktera byva Casto chapana jako limitni p¥ipad metrik v (9) pro p = co. Podobné
metriky zavadime i na prostorech posloupnosti

p({zn}, {yn}) = (Z |z — yn|p> , b=l (11)

o0
na prostoru viech posloupnosti {z,} pro které plati Z |z, |P < oo, piipadné
n=1
p({xn}, {yn}) = sup |zn — yul, (12)
neN

na prostoru viech posloupnosti {x, } pro které plati sup |z,| < oo (tj. omezenych
neN
posloupnosti).

Rovnéz prostor C([a, b]) muZeme vybavit metrikami podobného typu

z€[a,b]

1
b »
g9) = </ If—g”> , resp. p(f,g) = max |f(z)—g(z).  (13)
a
Obecné rovnéz plati, Zze libovolnou mnoZinu muZeme vybavit metrikou (tzv.

ultrametrikou)
0, pokud x = y,
plz,y) = (14)
1, pokud x # y.

Definice 35 (normovany linedrni prostor). Normovangm linedrnim prostorem

nazgvame dvojici (V|| - |]), kde V' je vektorovy prostor nad télesem R nebo C
all-]]:V = [0,00) je zobrazeni spriujici pro x,y € V a A € R (resp. A € C)
podminky

1. ||lz]| =0 <= z=0€V,

2. [zl = Al - [,
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3. e +yll < |l + [lyll.

Je-li ||-|| norma na V', potom p(z,y) := ||z —y|| je metrika na V' (indukovana
normou ||-||). Pfikladem takovych metrik jsou vSechny pfedchozi piiklady mimo
druhé metriky v (7) a ultrametriky v (14).

Je-li navic V' vektorovy prostor vybaveny skalarnim souc¢inem (-, -), muZeme
vZdy definovat normu na V jako ||z|| = \/(z, ). To je napiiklad pfipad metrik
(9), (11) a (13) pro p = 2.

V metrickych a normovanych prostorech plati rovnéz nasledujici nerovnosti,
které zname z R:

p(x,y) = plz,2)] < p(y, 2), |2l = llyll] < |lz — |

Analogicky k posloupnostem reélnych a komplexnich ¢isel definujeme i po-
sloupnosti prvki obecné mnoziny M, tedy jako zobrazeni z N do M.

Definice 36 (limita posloupnosti v metrickém prostoru). Necht (M, p) je met-

ricky prostor a {x,}o je posloupnost proki z M. Rikdime, Ze © € M je limitou

posloupnosti {x,}o>, vzhledem k metrice p (piseme p — lim z, = x), pokud
n—roo

plati lim p(zp,x) =0.
n—oo

Alternativné muzeme pochopitelné limitu posloupnosti definovat i zndmym
vyrokem

lim 2, =2 <= Ve>03IaNeNVneNn>N:p(x,,z) <e.

n—oo

Poznamky a ptiklady. 1. Posloupnosti magjici limitu podle definice vijse
budeme nazyjvat konvergentni (v metrice p).

2. Limita v metrickém prostoru je uréena jednoznacné.

3. Posloupnost {x,}°°, C RY, z, = (z},...,2%), ne€Nazx = (2',...,2%
plati ‘ .
(p—limz, =2) < (limz}, =2', i=1,...,d),

pokud p je kterdkoliv z p-metrik na R, p € [1, ).

0, pokud x =y,
p(z,y) =

Pro metriku

1, pokud x # y.
na M plati a posloupnost {z,}req C M plati
(p—limz, =2) < ANeNVneNn>N:z, =ux).

Definice 37 (ekvivalentni normy a metriky). Rikdme, Ze dve metriky p a d na
mnozin€ M jsou ekvivalentni, pokud existuje C' > 0, Ze pro kaZdd x,y € M plati

Cp(z,y) <d(z,y) < é p(z,y).
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Rikdme, Ze dvé normy || -|| a ||| - ||| na vektorovém prostoru V jsou ekviva-
lentni, pokud ezistuje C' > 0, Ze pro kazdé x € V plati

1
C < < —lzll.
llzll < llzlll = & ll«ll
Napiiklad vSechny p-metrky (normy) na R? jsou (po dvou) ekvivalentni.
Rovnéz plati, Ze ekvivivalence metrik (norem) je relaci ekvivalence.

Véta 38 (spojitost metriky na normy). Necht (M, p) je metricky prostor a
{zn}021 a {yn}or, jsou posloupnosti v M pro které plati p — lim x, = x a
n—oo

p— lim y, =y. Potom p — lim p(z,,yn) = p(z,y).
n—oo n—oo

Necht (Vo1 - 1) je normovanyg linedrni prostor a {x,}o> a {yn}2, je po-
sloupnost ve V' pro kterou plati lim xz, = x. Potom lim ||z,|| = ||z||.
n—oo n—oQ

Definice 39 (okoli, oteviené a uzaviené mnoziny). Necht (M, p) je metrickiy
prostor. Okoli bodu x € M s polomérem ¢ > 0 (v metrice p) definujeme jako

U(z,e) ={y € M : p(x,y) < e}

Prstencové okoli bodu x € M s polomérem € > 0 (v metrice p) pak definujeme
jako
P(z,e) =U(z,e) \{z} ={y € M : 0 < p(z,y) <e}.

Mnozinu U C M nazveme otevicenou (vzhledem k p), pokud plati
VeeU3IJe>0 :U(x,e) CU.

Mnozinu K C M nazveme uzavienou (vzhledem k p), pokud je mnoZina M \ K
otevicend (vzhledem k p).

Poznamky a pfiklady. 1. okoliU(x,¢) je vidy oteviend mnoZina, uzavieny
interval je uzaviend mnoZina (v klasické metrice na R). V metrice

0, pokud x =y,
p(z,y) =
1, pokud x # y.

je kazdd mnoZina oteviend i uzaviend. V libovolném metrickém prostoru
(M, p), jsou mnoZiny & a M uzaviené i oteviené.

2. Libovolné sjednoceni oteviengjch mnoZin je oteviend mnoZina: je-li {U,},
a € A, systém otevrengjch mnozin, je i U U, oteviend mnoZina (ve stejné

acA
metrice),

Koneényj prinik otevicengjch mnoZin je oteviend mnozina: jsou-li Uy, ..., U,
n

oteviené mnoZiny, je i ﬂ Uy otevirend mnoZina (ve stejné metrice).
k=1
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Libovolng primik uzaviengch mnoZin je uzaviend mnoZina: je-li {K,}, a €
A, systém uzaviengch mnozin, je i ﬂ K, uzaviend mnoZina (ve stejné

acA
metrice),

konecné sjednoceni uzaviengch mnozin je uzaviend mnozina: jsou-li K1, ..., K,
n

uzaviené mnoziny, je i U Uy uzaviend mnoZina (ve stejné metrice).
k=1

Definice 40 (spojitost v metrickém prostoru). Necht (M, p) a (X,d) jsou dva
metrické prostory, o : M — X, a e M a AC M, a € A. Potom ikame, Ze ¢ je

o spojité v bodé a, pokud plati

Ve>03d>0Vr eUya,d): p(x) € Us(p(a),e).

o spojité v bodé a vzhledem k mnozZiné A, pokud plati

Ve>030>0VzeUpya,6)NA:¢(x) € Ui(p(a)e).

e spojité, pokud je spojité ve vSech bodech M,
o spojité vzhledem k A, pokud je ve vSech bodech A spojité vzhledem k A.

Véta 41 (charakterizace spojitosti). Necht (M, p) a (X, d) jsou dva metrické
prostory a ¢ : M — X. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentns:

1. ¢ je spojité,
2. o~ Y(U) je oteviend pro kazdou U C X otevienou,
3. o HK) je uzaviend pro kazdou K C X uzavienou.

Analogické tvrzeni oviem neplati pro obraz, napf. arctanz je spojitd a
arctan(R) = (—7, ) oteviena a sinz je spojita a sin(R) = [~1, 1] je uzaviena
(pfipomenime, Ze mnozina R je (v R) uzaviena i oteviend).

Definice 42 (hromadny a izolovany bod). Necht (M, p) je metricky prostor,
A C M. Bod a € M nazveme hromadniym bodem mnoziny A, pokud plati

Ve>03dze€A:x € P(a,¢).

Bod a € A nazveme izolovanym bodem mnoZiny A, pokud neni jejim hromadngm
bodem.

Definice 43 (vnitiek, uzavér a hranice). Necht (M, p) je metricky prostor,
A C M. Potom definujeme

e uzdvér mnoziny A (vzhledemlc p) jako prinik vSech uzaviengch mnoZin v
M obsahujicich A (znacime A),
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e wvnitiek mnoziny A (vzhledem k p) jako sjednoceni vSech oteviengch mnozin
v M obsaZengjch v A (znacime A°),

e hranici mnoziny A (vzhledem k p) jako OA = AN M\ A (alternativné
A=A\ A°)

Snadno nahlédneme, 7e A je vzdy uzaviena mnozina (je to nejmensi uzaviena
muoZina obsahujici A), A° je vidy oteviend mnoZina (je to nejvétsi oteviena
mnoZina obsazend v A) a 0A je vidy uzaviena.

Pro A = {2% + y* < 1} plati

A ={a?+y? <1}, 0A={a®+y> =1}, A=A=4°

Poznamenejme, Ze posledni rovnost neplati vzdy (mnoZina muZze mit prazdny

vnitiek). Rovnéz plati, Ze je-li @ hromadnym bodem A, pak a € A (A je ve
skute¢nosti sjednocenim A a v8ech jeho hromadnych bodi).

Definice 44 (limita v metrickém prostoru). Necht (M,p) a (X,d) jsou dva
metrické prostory a ¢ : M — X, A C M a a hromadnij bod A. Potom fikdme
Zebe X je

im o(z) =

e limitou zobrazeni v v bod€ a vzhledem k mnoZiné A (znacime Al
Sx—a

b), pokud plati

Ve>030>0Vx e Pya,0)NA:p(x)e Uibe),

e limitou zobrazeni p v bod€ a (znacime lim p(x) = b) pokud plati lim (z) =
T—a M>3x—a
b.
Poznamky a priklady. 1. pro takto definované limity plati mnoho vét, které
zndme u funkci jedné proménné (predevdim jednoznacnost limity, limita

slozené funkce, Heineho véta, ale i mnoho dalsich), pro pripad X = R
muZeme pridat i aritmetiku limit a dva straZniky.

lim ——2 =g
L @)= 00) /22 +y2

Dale definujeme nasledujici dvé dulezlté tfidy metrickych prostori:

2 neexistuje.

im —_—
(z,9)—(0,0) 2 + 32
e Uplné prostory jako prostory pro které plati

{z,} konvergentni <= Ve>03I N eeNVm,neN;m,n> N :|x,—x,| <0

(tedy zhruba feceno prostory, kde plati véta o Bolzano-Cauchyové pod-
mince)

e kompaktni prostory, kde zhruba Feceno plati Bolzano-Weierstrassova véta,
tedy:
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Definice 45 (kompaktni metricky prostor). Metricky prostor (M, p) nazgvdime
kompaktni, pokud plati, Ze kazdd posloupnost v M md konvergentni podposloup-
nost (v M vzhledem k p).

Plati, ze R je aplny metricky prostor, Q neni uplny, [0,1] je kompaktni
(Bolzano-Weierstrassova véta), R neni kompaktni (v8e s obvyklou metrikou na
R, rezp. zdédénou z R).

Normované linearni prostory, které jsou uplné nazyvame Banachovy (napi.
C([0,1])), prostory se skalarnim soucinem, které jsou tuplné pak Hilbertovy
(napf. ls).

8 Funkce vice proménnych

Definice 46 (parcialni derivace). Necht f : G — R, G C R%, a € G, i €
{1,...,d}. Parcidlni derivaci funkce f v bodé a vzhledem k i-té soutadnici (podle
x;) definujeme jako

OF () — tim {1 H 101) ~ (@)

ox; t—0 t )

pokud limita napravo existuje.
Parcidlni defivaci 2. Fadu funkce f v bodé a vzhledem k i-té a ndsledné j-té

o (0 2
soufadnice pak definujeme jako — ( / ) (a) a znacéime

8$j 8:51
derivace vyssich rddi definujeme analogicky.
Definice 47 (totalni diferencial). Necht f : G — R, G C R%, a € G. Linedrni
zobrazeni L : R? — R nazijvame totdlnim diferencidlem (derivaci) funkce f v
bodé a (znacime df (a), f'(a), D¢(a)) pokud plati

L flat k)~ fa) — L(h)
h—(0,...,0) |h

o0 f 0% f

a) zpravidla pouZivaime zdpis —5(a
6%8%( ) 2p P P (a)

Oz?
(a podobné pro derivace vyssich Fadi).

(a). Parcidlni

896]-8:51-

Poznamky a priiklady. 1. Pro

2. Parcidlni derivace a totdlni diferencidl definujeme podobné i pro zobrazeni
F:R? - R™, kterd derivujeme po sloZkdch, tedy napiiklad

OF (@) = (am @ OF,, (a)>T.

3:@- 3:52 B 8.’El
fla+h)— f(a) - L(h)
||
fla+h) = f(a) = Lh +[h|e(h),

kde o(h) — 0, pro h — 0. Toto je trividlni, ale velice uZitecnd reformulace
definice totdlniho diferencidlu.

3. Oznacime-li p(h) = , h #0, potom plati
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4. Podobné jako parcidlni derivace definujeme i derivaci v obecném sméru
v € R?\ {0} jako

D, f(a) = /113}) w.

Plati tedy, Ze parcidalni derivace podle x; je smérovou derivaci ve sméru e;.

Véta 48 (vlastnosti totdlniho diferencidlu). Necht f : RY D Dy — R md totdlni
diferencidl v bodé a, potom plati

1. f je spojitd v a,

2. ewistuji %(a), i=1,...,d a plati df (a) - h = Z?Zl hi 2L (a).

1 9x;
Vektoru
Vi@ = (2 2@ .. L)

fikdme gradient funkce f v bodé& a. Analogii gradientu pro zobrazeni je Jacobiho
matice (zobrazeni F' v bodé a) definovana jako

@ .. Gh
Jr(a) = : ; ;
O a) ... —31;}; (a)

pfiemz opét plati dF(a) - h = Jy(a) - h.

Véta 49 (parcialni derivace a totalni diferencial). Necht f md vSechny parcidlni
derivace 1. Fddu na okoli bodu a € R?, potom

of

1. pokud existuje C € R, Ze T
3

potom f je spojitd v a

< C,i=1,...d, na néjakém okoli bodu a,

2. jsou-li vSechny parcidlni derivace 1. Fadu spojité v bodé a, potom f md v
bodé a totdlni diferencidl.

Véta 50 (diferencial slozeného zobrazeni). Necht F: R D Dp — R™ a G :
R™ O Dg — R* a necht existuji dF (a) a dG(F(a)). Potom ezistuje d(G o F)(a)
a plati d(G o F)(a)h = dG(F(a)) - dF(a)h, h € R

Poznamky a ptiklady. 1. Necht pro f,g : R — R ezistuji f'(a) a ¢'(a).
Definujme F : R — R? a G : R? = R jako F = (f,g) a G(u,v) = uv.
Potom podle vijse uvedené véty dostaneme

@) = (ota) @) (50) = grs'@ + st @)

tedy znamé pravidlo o derivaci soucinu.
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Stejngim zpiisobem mizeme dostat pro f,g: R* — R pravidlo

d(fg)(a) = g(a)df (a) + f(a)dg(a)
a obdobné mizZeme ziskat i analogii klasického pravidla o derivaci podilu.
2. (tetizkové pravidlo) pro specidlni piipad F : R? — R™ a g : R™ — R (tedy
goF :R% — R) dostaneme

2928 (0) =3 29 (1)) 2o ),

g, ox;

Véta o diferencidlu slozeného zobrazeni mé jako dusledek i néasledujici vétu
o stfedni hodnoté:

Véta 51 (o stfedni hodnot&). Necht U C R? je oteviend, f : U — R a df(a)
ezistuje pro vSechna a € U. Potom pro kaZdou dvojici a,b € U spliiujici

L={1-ta+th:te(0,1)} CU

existuje v € L, Ze plati
d
0
1)~ 5@ = Y 2 ()b — o).
k=1

Véta 52 (o implicitni funkci). Necht U C R¥*™ je oteviend, F : U — R™,
keN, FeCkU), (a,b) €U (a € RY, b e R™). Predpoklidejme, Ze F(a,b) = 0.
Oznacéme

@ @ 8F1 8F1

o, (a,b) ... Oy (a,b) Dt (a,b) ... Dram (a,b)
Jx = a Jy=

OF, oFy, OFn, 0Fm

W(a, b) . @Td(a, b) axd+1 (a, b) N 3£Cd+m (a, b)

a M ={(z,u) € U: F(z,u) =0} a pfedpoklidejme, Ze plati
1. (a,b) € M,
2. det(JU) 7é 0.

Potom existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kazdé x € Ul(a,d) emistuje prdvé jedno
ug € U(b,A) takové, Ze (x,u,) € M. Navic, oznacime-li jako ¢ zobrazeni pri-
Fazugici bodu x € Ul(a,d) bod u, jako vijie, je toto zobrazeni C*(U(a,6)) a plati

Jo(a) = —J; Jx.
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Poznamky a priklady. 1. (inverzni zobrazeni) Necht V C RY je oteviend,

8.1

G:V R GeCYV),beV, det Jg(b) # 0. Definujme F : R x V —
R? jako

F(z,u) = Gu) —z, (z,u) eRYxV =U cR>*.

Potom pro a = (G(b),b) (a obvyklé znaceni pro Jx a Jy jako ve vété o
implicitni funkci) plati

F(a) =G(b) —G(b) =0, detJy =detJg(b) #0, Jx=—Id.

Tedy existuje § > 0 a zobrazeni ¢ : U(G(b),8) — R?, pro které plati
F(z,0(x)) =0, 2 € U(G(b),6) a p(G(b)) =b. To je ale totéz jako

Go(x)) =z, xe€U(G(D),I).

Zobrazeni ¢ je tedy inverznim zobrazenim k zobrazeni G na okoli bodu
G(b) (proto budeme psdt G— misto ¢). Navic plati G= € CH(U(G(b),6))
a

Ja-1(Gb) = =I5 Ix = =(Ja () (= 1d) = (Ja(b) "

Zobrazenim G € C*(U), pro kterd plati det Jo(z) # 0, x € U, rikdme re-
guldrni. V dimenzi jedna jsme si v zimnim semestru dokdzali existenci glo-
balni inverzni funkce k funkci f spliiugici napviklad f' > 0 na intervalu. Ve
vy$st dimenzi ovsem nemuZeme existenci globdlni inverze requldrnich zob-
razeni ocekdvat, staci uwvdzit zobrazeni G : (0,00) x R — R? definovaného
jako G(r,p) = (rcosp,rsing). To je reguldrni (det Jo(r, ) =1 >0), ale
nemd globdlni inverzi.

Extrémy funkci vice proménnych

Extrémy u funkci vice proménnych definujeme analogicky jako v dimenzi 1.

Véta 53 (nutnd podminka pro lokalni extrém). Pokud md f v bodé a lokdlni

of

extrém a -+ (a) existuje, potom %(a) =0.

Bac,-

Definice 54 (Hessova matice). Necht md funkce f : R? D Dy — R vsechny
derivace 2. fdadu v bodé a. Hessovu matici funkce f v bodé a definujeme jako

o o
87«’21“(@) o 8fx1 (a)
Hy(a) =
& 02
(@) ... a—x‘g(a)

Véta 55 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht f € C?(U), a € U, potom pro
i,7 €{1,...,d} plati

O*f o O*f 2
8xi3xj n 89@611 '
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Spaciélné vyse uvedena véta implikuje, Ze pro funkci f € C?(U) a a € U je
H¢(a) symetrickd matice.

Uspotadanou N-tici @ = (a1, ...,ay) € N)Y budeme nazyvat multiindexem.
Velikosti multiindexu o pak budeme nazyvat hodnotu |o| = a1 + - - - + an. Déle

definujeme
jal\ _ ol
o al-an!’

pro f € Cl°l(U) a a € U derivaci funkce f v bodé a vzhledem k (podle)
multiindexu « jako

lex]
D fla) = g

- ay anN
0zt -+ 0xy
a mocninu € RY na multiindex o jako
o __ a1 anN
¥ =z .

Definice 56 (Tayloriv polynom). Necht U C R? je oteviend, N € Ny, f €
CN(U), a € U. Tayloroviim polynomem funkce f v bodé a stupné N budeme
nazyvat polynom

N 1 n
T, () = fla) + ) ~ > (Q>D?(a)(x —a)®.
n=1 la|=n

Véta 57 (Peantv tvar zbytku). Necht U C R? je oteviend, N € Ny, f €
CN(U), a € U, potom plati

. fla) =T, (x)
lim ——>——~
z—a |x — a|N

=0.
Lemma 58. Necht A je symetrickd pozitivné definitni matice, potom existuje
a>0, 7e 2T Ax > alz|?.

Véta 59 (postacujici podminka pro lokélni extrém). Necht f: U — R, U C R?
oteviend, f € C*(U), a € U. Necht navic V f(a) = 0, potom:

o je-li H¢(a) pozitivné definitni, potom md f v a lokdlni minimum,
o je-li Hy(a) negativné definitni, potom md f v a lokdlni mazimum,
o je-li Hy(a) indefinitni, potom f v a nemd lokdlni extrém.

Definice 60 (extrémy vzhledem k mnozing). Necht f : R D Dy - R, M C
Dy, a € M. Potom fikame, Ze f md v bodé a

o lokdlni mazimum vzhledem k mnozZiné M, pokud existuje § > 0, Ze pro
vSechna x € P(a,d) plati f(x) < f(a),

e globdlni maximum vzhledem k mnoziné M, pokud pro vSechna x € M plati

f(z) < fla).
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Analogicky definujeme i lokdlni a globdlni minimum f vzhledem k M a ostré
varianty.

Véta 61 (o Lagrangeovych multiplikitorech). Nechtn,d € N, n < d, U C R?
oteviend, f,g1,...,9n € C*(U). Polozme G = (g1,...,gn) @

M={z€G:G(z) =0}

Necht f mad v bodé a € M lokdlni extrém vzhledem k M, potom plati alespon
jedna z ndsledugicich podminek:

1. vektory Vgi(a),...,Vgm(a) jsou linedrné zdvislé,

2. existugi A1, ..., A, € R takovd, Ze
i=1

Necht ¢ : R? — R méa v bodé z totalni diferencial. Definujme ¢ : R* — R
jako f(x) = V(z) -z (tedy f(x) je derivace ¢ v bodé z ve sméru z). Polozme
M =S¥ 1 = {z € R? : |z| = 1}. Potom podminka (i) z predchozi véty
(podminka (i) neni splnéna nikdy) dava pro extrém f v bodé a vzhledem k M
rovnici (g(z) = 2% + 2% — 1)

Vf(a) = V(,O(Z) = 2/\(61,17 SN ,ad).

Ve(2)
IVeo(2)
ze V(z) udava smér nejvétsiho rastu (a —V(z) nejvétsiho klesani) funkce ¢
v bodé¢ z.

. To odpovida faktu,

Tedy extrému vzhledem k M nabyva f v bodech +

Definice 62 (kompaktni mnozina). Necht (M, p) je metricky prostor a K C
M. Potom tikime, Ze K je kompaktni, pokud je metricky prostor (K, plkxx)
kompaktni.

Véta 63 (kompaktnost v R?). Necht K C R? je uzaviend a omezend (ewistuje
0>0, 2e K CU(0,6)), potom K je kompaktni.

Jako dusledek pak plati, ze je-li f spojita vzhledem ke kompaktni mnoziné
M, pak vzhledem k M nabyva globalniho maxima i globalniho minima. Rovnéz
trivialné plati, Ze kazda kompaktni mnozina je uzaviena a omezena.

Definice 64 (uplny metricky prostor). Metricky prostor (M, p) nazgvdme iplng
pokud kazdd posloupnost {x,} C M spliiujici podminku

Ve>03INeNVmneNmn>N:p(x,,z,) <e

je konvergentni (tj. md limitu v M vzhledem k p).
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Véta 65 (kontraktivni zobrazeni). Necht (M, p) je metricky prostor. Zobrazeni
® : M — M nazjvime kontraktivni (kontrakce), pokus existuje 0 < r < 1, Ze
pro vSechna x,z € M plati

p(¢($)7 (2)) < rp(x, Z)

Véta 66 (Banachova o kontrakci). Necht (M, p) je neprdzvng uplny metricky
prostor a ® : M — M kontrakce. Potom existuje pravé jedno x € M pro které
plati ®(x) = x (tzv. pevny bod zobrazeni ®).

Véta 67 (Picardova). Necht U C R x R? je oteviend a F : U — R? a necht
navic plati

o I je spojitd na U,

e pro kaZdé (a,b) € U existuji 6 >0 a L > 0, Ze pro vSechna (x,u), (x,v) €
U((a,b),9) plati
|F(,u) — F(,0)] < Liu— 1.

Potom pro kazdé (a,b) € U ezistuje § > 0, Ze rovnice

f'(@) =F(z, f(z))

md na intervalu (a — §,a + ) privé jedno FeSent spliiugici f(a) = b.
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