
1 Ur£ité integrály

V¥ta 1 (z minulého semestru). Nech´ f je spojitá na intervalu [a, b] a nech´ F
je primitivní funkce k f na (a, b), potom

(R)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

De�nice 2 (Newton·v integrál). Nech´ f je de�nována na intervalu (a, b),
a, b ∈ R∗, a < b, a má na (a, b) primitivní funkci F . De�nujeme Newton·v
integrál z funkce f na od a do b jako

(N)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x),

pokud má výraz na pravé stran¥ smysl.
Výraz lim

x→b−
F (x) − lim

x→a+
F (x) nazýváme p°ír·stkem funkce F od a do b a

zkrácen¥ jej zna£íme [F (x)]ba.

Poznámky a p°íklady. 1. Je-li (N)
∫ b
a
f ∈ R, pak °íkáme, ºe f je new-

tonovsky integrovatelná na (a, b), nebo také, ºe daný Newton·v integrál
konverguje. Mnoºinu v²ech newtonovsky integrovatelných funkcí zna£íme
N ((a, b)).

2. Platí ∫ 1

0

xp dx =


[
xp+1

p+1

]1
0

= 1
p+1 , p+ 1 > 0,

[log x]
1
0 =∞, p+ 1 = 0,[

xp+1

p+1

]1
0

=∞, p+ 1 < 0,

a ∫ ∞
1

xp dx =


[
xp+1

p+1

]∞
1

=∞, p+ 1 > 0,

[log x]
∞
1 =∞, p+ 1 = 0[

xp+1

p+1

]∞
1

= 1
p+1 , p+ 1 < 0.

Speciáln¥ dostáváme, ºe Newton·v integrál m·ºe být kone£ný i pro neome-
zené funkce a i pro neomezené intervaly. Rovn¥º takto snadno dostaneme
funkci, pro kterou platí (N)

∫ 1

0
f ∈ R, ale (R)

∫ 1

0
f neexistuje.

3. Na druhou stranu, nap°. pro funkci f(x) = sgnx, x ∈ [−1, 1], platí,
ºe (R)

∫ 1

−1 f existuje, ale (N)
∫ 1

−1 f není de�nován, protoºe f nemá na
(−1, 1) primitivní funkci.

4. (per partes pro Newton·v integrál) Nech´ mají funkce f a g na intervalu
(a, b), a < b, primitivní funkci F , resp. G. Potom∫ b

a

f(x)G(x) dx = [F (x)G(x)]ba −
∫ b

a

F (x)g(x) dx,

má-li pravá strana smysl.
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5. (substituce pro Newton·v integrál) Nech´ f : (a, b) → R a ϕ : (α, β)
na→

(a, b) má vlastní na (α, β) a ϕ′ > 0 (nebo ϕ′ < 0) na (α, β). Potom

(N)

∫ b

a

f(x) dx = (N)

∫ β

α

|ϕ′(x)| · f ◦ ϕ(x) dx,

pokud má alespo¬ jedna strana smysl.

V¥ta 3 (vztah Riemannova a Newtonova integrálu). Je-li f ∈ R([a, b]) ∩
N ((a, b)), potom

(R)

∫ b

a

f = (N)

∫ b

a

f.

2 Aplikace ur£itého integrálu

Nech´ γ : [a, b] → Rd je k°ivka a nech´ D ∈ D([a, b]) je d¥lení s d¥lícími body
a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Potom de�nujeme

L(γ,D) =
n−1∑
i=0

|γ(xi+1)− γ(xi)|,

kde |a− b| je eukleidovská vzdálenost de�novaná jako

|a− b| =

√√√√ n∑
i=1

(ai − bi)2.

Délku k°ivky γ pak de�nujeme jako

l(γ) = sup
D∈D([a,b])

L(γ,D).

Speciálním p°ípadem je délka grafu funkce f : [a, b] → R. Takový graf má
p°irozenou parametrizaci γ : t 7→ (t, f(t)), t ∈ [a, b]. Pro tento speciální p°ípad
jsme za p°edpokladu, ºe f ′ je spojitá na [a, b] (tj., f lze roz²í°it na otev°ený
nadinterval intervalu [a, b] na spojit¥ diferencovatelnou funkci) odvodili vzore£ek

l(γ) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x)2) dx.

Dále jsme de�novali tzv. gamma funkci Γ : (0,∞)→ R p°edpisem

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt

a dokázali jsme

� Γ(1) = 1 (p°ímým výpo£tem),

� Γ(x+ 1) = x · Γ(x) (per partes),

� Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N (vyplývá z p°edchozích dvou vlastností),

� Γ je skute£n¥ dob°e de�novaná na (0,∞) (tj. integrál konverguje).
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3 Diferenciální rovnice

De�nice 4 (Oby£ejná diferenciální rovnice). Oby£ejnou diferenciální rovnicí
(krátce ODR) budeme nazývat rovnici ve tvaru

F (f (n)(x), f (n−1)(x), . . . , f ′(x), f(x), x) = 0, (ODR)

kde F : Rn+2 ⊇ DF → R je n¥jaká funkce.

De�nice 5 (�e²ení ODR). Funkci f de�novanou na neprázdném otev°en¥m in-
tervalu I nazýváme °e²ením rovnice (ODR), pokud má ve v²ech bodech I vlastní
derivaci aº do °ádu n a ve v²ech bodech x spl¬uje rovnici (ODR).

Maximálním °e²ením rovncie (ODR) nazýváme takové její °e²ení f , ºe ne-
existuje jiné její °e²ení g spl¬ující Df ( Dg.

Poznámky a p°íklady. 1. Neznámou funkci £asto ozna£ujeme y(x) a £asto
také vynecháváme prom¥nnou x. Rovnice, které spl¬ují na²i de�nici jsou
nap°íklad

y′ − y = 0, y′′ + y = 0, (y′′′)2y − sinx = 0,

(zde by odpovídající funkce F na levé stran¥ byly F (u, v, w) = u − v,
F (u, v, w, z) = u2 + w a F (u, v, w, z, t) = u2w − sin t). Nap°íklad rovnice
y′(y) = 0 ale de�nici nespl¬uje.

2. �ádem rovnice (ODR) ozna£ujeme takové k, ºe f (k) je nejvy²²í derivace,
která se netriviáln¥ v rovnici vyskytuje (obecn¥ spí²e neformální, ale v
konkrétních p°ípadech bude dávat dobrý smysl).

Rovnici (ODR) pak £asto uvaºujeme i ve tvaru roz°e²eném vzhledem k
nejvy²²í derivaci, tedy ve tvaru

f (n)(x) = G(y(n−1), . . . , f ′, f, x). (1)

Rovn¥º £asto uvaºujeme vektorovou ODR (soustavu), kde pro nás bude
základním p°íkladem soustava rovnice 1. °ádu vy°e²ená vzhledem k (první)
derivaci

f ′1 = F1(f1, . . . , fn, x),

f ′2 = F2(f1, . . . , fn, x),

...

f ′n = Fn(f1, . . . , fn, x),

(2)

p°ípadn¥ ve vektorovém tvaru

f ′ = F(f , x),

kde
f = (f1, . . . , fn), F = (F1, . . . , Fn).
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Kaºdou rovnici tvaru (1) m·ºeme ekvivalentn¥ zapsav ve tvaru (2) pomocí
substituce

g1 = f, g2 = f ′, . . . , gn = f (n−1),

ta pak dává
g′1 = g2,

g′2 = g3,

...

g′n = G(gn, gn−1, . . . , g1, x).

Nap°. rovnici y′′ = −y m·ºeme takto (pomocí y1 = y a y2 = y′) p°evést
na soustavu

y′1 = y2,

y′2 = −y1.

Tu pak m·ºeme zapsat i v maticovém zápisu

y′ = A · y,

kde

y = (y1, y2), A =

(
0 1
−1 0

)
.

3.1 Rovnice 1. °ádu

Za£neme z rovnicemi 1. °ádu, ty budeme zpravidla uvaºovat ve tvaru roz°e²eném
vzhledem k (první) derivaci, tedy

y′ = F (x, y).

Popisují zpravidla r·st/pokles n¥jaké veli£iny, nap°.

y′ = ay,

pro a > 0 neomezený r·st populace, pro a < 0 jednoduchý model chemické
reakce,

y′ = ay
(

1− y

M

)
omezený r·st populace, kde M udává maximální kapacitu prost°edí. Prvním
speciálním druhem budou tzv. rovnice se separovanýmí prom¥nnými, tedy rov-
nice ve tvaru

y′ = f(x)g(y). (SP)

Úmluva: kdykoliv °ekneme interval, budeme mít na mysli neprázdný otev°ený
interval.

V¥ta 6 (°e²ení rovnice (SP)). Nech´

� f je spojitá na intervalu I,
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� g je spojitá a nenulová na intervalu J ,

� F je primitivní funkce k f na I,

� G je primitivní funkce k
1

g
na J ,

Potom:

1. jsou-li C ∈ R a interval I∗ ⊆ I voleny tak, aby platilo

F (x) + C ∈ DG−1 , x ∈ I∗

pak je funkce
y(x) = G−1(F (x) + C), x ∈ I∗ (3)

°e²ením rovnice (SP).

2. Volme x0 ∈ I a y0 ∈ J a poloºme

F ∗(x) =

∫ x

x0

f(t) dt, G∗(y) =

∫ y

y0

f(t) dt.

Potom je funkce
y∗(x) = (G∗)−1(F ∗(x))

°e²ením rovnice (SP) na okolí bodu x0 spl¬ujícím y∗(x0) = y0 (tj. y∗

je °e²ením tzv. Cauchyovy úlohy). Navíc, pokud je z °e²ení rovnice (SP)
spl¬ující z(x0) = y0, potom existuje okolí budu x0, na kterém platí z = y∗.

Jak dostaneme pomocí V¥ty 6 maximální °e²ení? Nejprve si v²imneme, ºe
pro kaºdý nulový bod C funkce g je y(x) = C, y ∈ I ⊂ Df °e²ením (SP) (tzv.
stacionální °e²ení). Pokud ve V¥t¥ 6 navíc platí:

� I je n¥jaký maximální interval v Df ,

� J maximální interval v Dg mínus nulové body g,

� I∗ maximální interval spl¬ující (3),

potom je °e²ení y(x) = G−1(F (x)+C) maximální v následujícím smyslu: je-li α
krajní bod I∗ (°ekn¥me levý) potom bu¤ α 6∈ Df , lim

x→α+
y(x) existuje, ale neleºí

v Dg (v t¥chto p°ípadech uº nelze °e²ení za tento krajní bod prodlouºit), nebo
lze °e²ení y spojit¥ navázat na stacionární °e²ení ve tvaru ỹ = C pro n¥jaké
C ∈ R, g(C) = 0. V posledním p°ípad¥ m·ºeme °e²ení y prodlouºit (jako °e²ení
(SP)) pomocí následující v¥ty

V¥ta 7 (o lepení pro (SP)). Nech´

� z je °e²ení rovnice (SP) na intervalu (a, b),

� w je °e²ení rovnice (SP) na intervalu (b, c),
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� lim
x→b−

z(x) = L = lim
x→b+

w(x),

� f je spojitá v b a g je spojitá v L.

Potom je funkce

y(x) =


z(x), x ∈ (a, b),

L, x = b,

w(x), x ∈ (b, c)

°e²ením rovnice (SP) (na intervalu (a, c)).

Poznámky. P°edchozí v¥ta platí obecn¥ji pro rovnice y′ = F (x, y), kde místo
spojitosti f a g, p°edpokládáme spojitost F v (b, L).

V¥ta 6 a V¥ta 7 jsou tak podkladem pro následující 6 krokový postup pro
°e²ení rovnic ve tvaru (SP):

krok 1. najdeme v²echny maximální intervaly Ik v de�ni£ním oboru Df ,

krok 2. najdeme v²echny maximální intervaly Jl v de�ni£ním oboru Dg sjednoce-
ném s nulovými body g (tj. v de�ni£ním oboru 1

g ),

krok 3. ur£íme stacionární °e²ení odpovídající nulovým bod·m funkce g (na in-
tervalech Ik),

krok 4. pro kaºdý interval Ik najdeme odpovídající primitivní funkci F a pro kaºdý
interval Jl odpovídající primitivní funkci G

krok 5. pro kaºdou dvojici (Ik, Jl) a C ∈ R najdeme v²echny maximální intervaly
I∗ a jim odpovídající °e²ení y = G−1(F + C) podle V¥ty 6,

krok 6. °e²ení p°ípadn¥ slepíme podle V¥ty 7, abychom dostali v²echna maximální
°e²ení.

3.1.1 Lineární rovnice 1. °ádu

Lineární rovnicí 1. °ádu budeme nazývat rovnici

y′ + a(x)y = b(x), (L1)

kde a a b jsou spojité funkce nan¥jakém intervalu (α, β). Následující v¥ta dává
návod, jak u rovnice (L1) nalézt obecné °e²ení.

V¥ta 8 (°e²ení rovnice (L1)). Nech´

� A je primitivní funkce k funkce a na (α, β),

� B je primitivní funkce k funkce beA na (α, β).

Potom y je obecné °e²ení rovnice (L1) na intervalu (α, β) práv¥ tehdy, kdyº
existuje C ∈ R, ºe

y = Be−A + Ce−A.
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Pokud bychom hledali °e²ení spl¬ující pro n¥jaká x0 ∈ (α, β) a y0 ∈ R
po£áte£ní podmínku y(x0) = y0 sta£í zvolit A, B a C ve v¥t¥ jako

A(x) =

∫ x

x0

a(t) dt, B(x) =

∫ x

x0

b(t)eA(t) dt a C = y0.

3.1.2 Lineární rovnice obecného °ádu

Budeme uvaºovat rovnice ve tvaru

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), (L)

kde f, a0, . . . an : (a, b)→ R jsou spojité, an(x) 6= 0, x ∈ (a, b).
Takovou rovnici vºdy m·ºeme upravit do tvaru vy°e²eného vzhledem k n-té

derivaci (prom¥nnou x uº budeme zpravidla vynechávat)

f (n) = −
n−1∑
k=0

ak
an
yk.

To nap°íklad okamºit¥ implikuje, ºe kaºdé °e²ení y musí být nejen diferenco-
vatelné, ale musí mít i spojitou derivaci °ádu n. V tomto ohledu se nám bude
hodit i následující zna£ení (analogické ke zna£ení C((a, b))): pro n ∈ N budeme
ozna£ovat

Cn((a, b)) = {f : (a, b)→ R : f (n) je spojitá na (a, b)}.

Mnoºina Cn((a, b)) (stejn¥ jako C((a, b))) tvo°í (s obvyklými operacemi s£ítání
funkcí a násobení funkce konstantou) vektorový prostor nad t¥lesem R.

Homogenní (lineární) rovnice

Za£neme s p°ípadem, kde je pravá strana rovnice (L) (funkce f) identicky rovna
0, tj. s rovnicí ve tvaru

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · ·+ a1(x)y′ + a0(x)y = 0. (Lh)

Zde (díky linearit¥ rovnice) platí, ºe mnoºina v²ech °e²ení (Lh) na (a, b) tvo°í
podprostor vektorového prostoru Cn((a, b)). P°i studiu t¥chto rovnic vyuºijeme
následující obecnou v¥tu, jejíº d·kaz zatím odloºíme

V¥ta 9 (existence a jednozna£nost °e²ení rovnice (L)). Nech´ f, a0, . . . , an ∈
C((a, b)), an 6= 0 na (a, b), x0 ∈ (a, b), (y0, . . . , yn−1) ∈ Rn. Potom existuje
práv¥ jedno °e²ení y rovnice (L) na (a, b), pro které platí

y(k)(x0) = yk, k = 0, . . . , n− 1.

První informací o prostoru °e²ení rovnice (Lh) bude následující v¥ta

V¥ta 10 (prostor °e²ení rovnice (Lh)). Dimenze prostoru v²ech °e²ení rovnice
(Lh) (na intervalu (a, b)) je n.
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De�nice 11 (fundamentální systém). Libovolonou bázi prostoru °e²ení rovnice
(Lh) budeme nazývat fundamentálním systémem rovnice (Lh).

P°i studiu prostoru °e²ení rovnice (Lh) (a rovn¥º (L)) nám pom·ºe následu-
jící pojem:

De�nice 12 (Wronského determinant). Pro u1, . . . , un ∈ Cn−1((a, b)) a x ∈
(a, b) de�nujeme Wronského determinant (Wronskián) jako

W (x) = Wu1,...,un
(x) =


u1(x), · · · , un(x)
u′1(x), · · · , u′n(x)
...,

. . . ,
...

u
(n−1)
1 (x), · · · , u

(n−1)
n (x)

 .

V¥ta 13 (vlastnosti Wronskiánu). Nech´ u1, . . . , un ∈ Cn((a, b)) jsou °e²ení

rovnice (Lh), potom W ′(x) = −an−1(x)

an(x)
W (x), x ∈ (a, b).

Poznámky a p°íklady. 1. Wronskián tedy, za p°edpokladu, ºe u1, . . . , un
jsou °eeními rovnice (Lh), spl¬uje jednoduchou lineární diferenciální rov-
nici 1. °ádu, kterou snadno vy°e²íme. Je-li x0 ∈ (a, b) potom platí

W (x) = W (x0)eA(x), kde A(x) = −
∫ x

x0

an−1(t)

an(t)
dt. (4)

Speciáln¥ dostáváme, ºe v tomto p°ípad¥ platí

∃x ∈ (a, b) : W (x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) : W (x) = 0.

Poslední vzorec nám rovn¥º dává metodu sniºování °ádu v následujícím
smyslu: uvaºme rovnici

y′′ − 2y′ + y = 0. (5)

Snadno uhádneme, ºe funkce ex je jejím °e²ením. Víme, ºe musí existovat
dal²í lineárn¥ nezávislé °e²ení. To uº ale hádat nemusíme, sta£í si uv¥-
domit, ºe Wronskián m·ºeme spo£ítat dv¥ma zp·soby. Jednak z de�nice
(je-li y °e²ení (5))

W (x) = det

(
ex, y

(ex)′, y′

)
= ex(y′ − y),

a druhak pomocí (4), coº dává, ºe existuje C ∈ R, ºe

W (x) = Ce2x.

Porovnáním dostaneme, ºe

y′ − y = Cex.
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To je rovnice 1. °ádu, kterou snadno vy°e²íme, její obecné °e²ení má tvar

y = Dxex + Cex.

Odtud uº pak snadno odvodíme, ºe fundamentální systém rovnice je nap°.
{ex, xex}.

V¥ta 14 (lineární nezávislost a Wronskián). Nech´ u1, . . . , un ∈ Cn((a, b)) jsou
°e²ení rovnice (Lh), potom {u1, . . . , un} je fundamentálním systémem rovnice
(Lh) práv¥ tehdy, kdyº existuje x ∈ (a, b), ºe W (x) 6= 0.

3.2 Nehomogenní rovnice - variace konstant

Nech´ yp je °e²ení rovnice (L) (na (a, b)), potom obecné °e²ení rovnice (L) (na
(a, b)) má tvar

y = yp + yh,

kde yh je obecné °e²ení rovnice (Lh). Metoda variace konstant znamená, ºe
hladáme °e²ení yp ve tvaru

yp(x) =

n∑
k=1

Ck(x)yk(x),

kde {y1, . . . , yn} je fundamentální systém rovnice (Lh).

V¥ta 15 (variace konstant). Nech´ {y1, . . . , yn} je fundamentální systém rovnice
(Lh) a nech´ funkce C1, . . . Cn : (a, b)→ R spl¬ují pro x ∈ (a, b) soustavu

 y1(x), · · · , yn(x)
...,

. . . ,
...

y
(n−1)
1 (x), · · · , y

(n−1)
n (x)

 ·
C

′
1(x)
...

C ′n(x)

 =


0
...
0
f(x)
an(x)

 . (6)

Potom funkce yp(x) =

n∑
k=1

Ck(x)yk(x) je °e²ením rovnice (L).

3.3 Rovnice s konstantními koe�cienty

Nyní se budeme v¥novat otázce, jak najít fundamentální systém pro rovnici (Lh)
za p°edpokladu, ºe an jsou konstantní funkce (toto p°edpokládáme po zbytek
kapitoly).

Základní my²lenka je, ºe °e²ení hledáme ve tvaru y = eλx, pro takovou funkci
totiº platí, ºe je °e²ením rovnice (Lh) práv¥ tehdy, kdyº je λ °e²ením rovnice

anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0.

Polynomu na levé stran¥ této rovnice se zpravidla °íká charakteristický polynom
(p°íslu²ný rovnici (Lh)). Má-li ale charakteristický polynom vícenásobné nebo
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komplexní ko°eny, není moºné z funkcí tvaru eλx sestavit fundamentální systém
celý.

V obecném p°ípad¥ hledáme fundamentální systém následovn¥:

� nejprve najdeme ko°eny charakteristického polynomu

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0,

� za kaºdý reálný ko°en λ násobnosti k p°idáme do fundamentálního systému
funkce

eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx,

� za kaºdou dvojici komplexn¥ sdruºených ko°en· α ± βi násobnosti k p°i-
dáme do fundamentálního systému funkce

eαx sin(βx), eαx cos(βx), . . . , xk−1eαx sin(βx), xk−1eαx cos(βx).

Poznamenejme, ºe p je stupn¥ n a tedy má v£etn¥ násobnosti n ko°en·. Rovn¥º
platí, ºe komplexní ko°eny se musí vyskytovat ve dvojici komplexn¥ sdruºených
£ísel stejné násobnosti.

Speciální pravá strana

Máme-li nalezen fundamentální systém rovnice (Lh) m·ºeme nalézt °e²ení rov-
nice (L) pomocí variace konstant. Je-li ale pravá strana ve speciálním tvaru.
m·ºeme (u rovnic s konstantními koe�cienty) nalézt °e²ení následujícím postu-
pem:

P°edpokládáme, ºe f má (speciální) tvar

f(x) = P (x)eαx cos(βx) +Q(x)eαx sin(βx),

kde P a Q jsou polynomy. Moºné tvary takové pravé strany jsou nap°íklad

f(x) = x31, pro α = 0, β = 0, P (x) = x31, Q(x) = 0
f(x) = (x+ 1)ex, pro α = 1, β = 0, P (x) = x+ 1, Q(x) = 0
f(x) = (x2 − x)e−2x sin 4x, pro α = −2, β = 4, P (x) = 0, Q(x) = x2 − x

Partikulární °e²ení yp pak hledáme ve tvaru

yp(x) = xk [R(x) cos(βx)eαx + S(x) sin(βx)eαx] ,

kde degR,degS ≤ max(degP ,degQ) a k je násobnost ko°ene α+ βi v charakte-
ristickém polynomu odpovídajícímu levé strané.

Nap°íklad pro rovnici

y′′ − 2y′ + 2 = (x2 + 1)ex sinx

platí
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� charakteristický polynom má tvar p(λ) = λ2 − 2λ+ 2 a ko°eny 1± i,

� fundamentální systém homogenní rovnice tedy bude mít tvar {ex sinx, ex cosx},

� pravá strana má speciální tvar pro

α = β = 1, P (x) = 0, Q(x) = x2 + 1,

násobnost ko°enu α+ βi v charakteristickém polynomu je 1

� partikulární °e²ení tedy hledáme ve tvaru

yp(x) = x
[
(Ax2 +Bx+ C)ex cosx+ (Dx2 + Ex+ F )ex sinx

]
.

4 �íselné °ady

De�nice 16 (£íselná °ada a její sou£et). Nech´ {an}∞n=1 je £íselná posloupnost.

Symbol
∞∑
n=1

an budeme nazývat nekone£nou °adou, £ísla sN =

N∑
n=1

an pak jejími

£ate£nými sou£ty.

Existuje-li limita s = lim
N→∞

sN , nazýváme ji sou²tem °ady
∞∑
n=1

an (pí²eme

∞∑
n=1

an = s). �íkáme, ºe °ada
∞∑
n=1

an:

� konverguje, pokud s ∈ R,

� diverguje, pokud nekonverguje,

� diverguje k ±∞, pokud s = ±∞,

� osciluje, pokud není s de�nováno.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí

∞∑
n=1

qn


konverguje, pokud |q| < 1,
diverguje k +∞, pokud q ≥ 1,
v ostatních p°ípadech osciluje.

a
∞∑
n=1

1

nα

{
konverguje, pokud α > 1,
v ostatních p°ípadech diverguje k +∞.

2. Budeme (podobn¥ jako u posloupností) pouºívat i °ady za£ínající jiným
indexem neº n = 1. Platí (pro libovolné k ∈ N) ºe

∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒
∞∑
n=k

an konverguje.

Konvergence °ady tedy nezávisí na kone£n¥ mnoha £lenech (p°ípadný sou-
£et v²ak pochopiteln¥ ano).
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3. (aritmetika °ad) pokud
∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B, α, β ∈ R, potom

∞∑
n=1

(αan + βbn) = αA+ βB,

pokud má pravá strana smysl. Speciáln¥e pro α 6= 0 platí

∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒
∞∑
n=1

αan konverguje.

4.1 �ady s kladnými £leny

Tedy °ady
∞∑
n=1

an pro které platí an > 0, n ∈ N. Limita lim
N→∞

sN v tomto

p°ípad¥ (z d·vodu monotonie) vºdy existuje - bu¤ kone£ná, nebo +∞ - proto
£asto pí²eme

�

∞∑
n=1

an <∞, pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje,

�

∞∑
n=1

an =∞, pokud °ada
∞∑
n=1

an diverguje.

V¥ta 17 (nutná podmínka konvergence °ady). Pokud nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an

konverguje, potom lim
n→∞

an = 0.

V¥ta 18 (srovnávací kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s kladnými

£leny a p°edpokládejme, ºe existuje N ∈ N takové, ºe bn ≥ an, n ≥ N . Potom

1.
∞∑
n=1

bn <∞ =⇒
∞∑
n=1

an <∞, nebo ekvivalentn¥

2.
∞∑
n=1

an =∞ =⇒
∞∑
n=1

bn =∞.

V¥ta 19 (limitní srovnávací kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s klad-

nými £leny a lim
n→∞

bn
an

= L. Potom

1. pokud L > 0, pak
∞∑
n=1

bn <∞ =⇒
∞∑
n=1

an <∞,
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2. pokud L <∞, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

3. pokud L ∈ (0,∞), pak
∞∑
n=1

an <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

bn <∞.

V¥ta 20 (podílové kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s kladnými £leny a L =

lim
n→∞

an+1

an
. Potom

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

V¥ta 21 (odmocninové kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s kladnými £leny a

L = lim
n→∞

n
√
an. Potom

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

D·leºité limity: lim
n→∞

n
√
np = 1, lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

Nap°íklad podle podílového i odmosninového kritéria snadno dostaneme, ºe
∞∑
n=1

n!

nn
< 0.

v p°ípad¥, ºe L = 1, nedávají kirtéria o konvergenci ºádnou informaci, nejsou

tedy schopna odhalit divergenci ani zjevn¥ divergující °ady
∞∑
n=1

1, kterou nejsou

schopna odli²it od konvergující °ady
∞∑
n=1

1

n2
. Poznamenejme je²t¥, ºe ve formu-

laci odmocninového kritéria m·ºeme v de�nici L nahradit limitu limes superior.

V¥ta 22 (integrální kritérium). Nech´ N ∈ N a f : [N,∞) → [0,∞) je neros-
toucí a spojitá na intervalu [N,∞). Pokud an = f(n), n ≥ N , potom

∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒ (N)

∫ ∞
N

f(x) dx <∞.
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Nap°íklad konvergence integrálu
∫ ∞
2

1

x log2 x
dx tedy implikuje konvergenci

°ady
∞∑
n=2

1

n log2 n
.

4.2 �ady s obecnými £leny - alternující °ady

Jde o °ady de tvaru
∞∑
n=1

(−1)nan, kde an ≥ 0, n ∈ N.

De�nice 23 (absolutní konvergence). �íkáme, ºe nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an kon-

verguje absolutn¥, pokud platí
∞∑
n=1

|an| <∞.

V¥ta 24 (konvergence a absolutní konvergence). Pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje

absolutn¥, potom konverguje.

V¥ta 25 (Leibnizovo kritérium). Nech´ {an}∞n=1 je nerostoucí posloupnost spl-

¬ující lim
n→∞

an = 0. Potom °ada
∞∑
n=1

(−1)nan konverguje.

�ada
∞∑
n=1

(−1)n

n
konverguje, ale nekonverguje absolutn¥. Je dobré si v²im-

nout, ºe °ady jak kladných £ástí, tak záporných £ástí této °ady ob¥ divergují k
+∞. Takto je to vºdy v p°ípad¥ konvergentních °ad, které nekonvergují abso-
lutn¥.

Platí následující tvrzení: pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje, ale nekonverguje

absolutn¥ (v takovém p°ípad¥ °íkáme, ºe konverguje neabsolutn¥) potom

∞∑
n=1

(an)− =∞ a
∞∑
n=1

(an)+ =∞,

kde x± = max(±x, 0) zna£í kladnou a zápornou £ást x.
Na druhou stranu platí následující charakterizace absolutní konvergence:( ∞∑

n=1

|an| <∞

)
⇐⇒

[( ∞∑
n=1

(an)− <∞

)
∧

( ∞∑
n=1

(an)+ <∞

)]
.

Neabsolutn¥ konvergentní °ady mají i následující pozoruhodnou vlastnost: po-

kud °ada
∞∑
n=1

an konverguje, ale nekonverguje absolutn¥ a s ∈ R∗, potom existuje
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bijekce σ : N→ N, ºe platí
∞∑
n=1

aσ(n) = s.

Takovou °adu ozna£ujeme za p°erovnání °ady
∞∑
n=1

an a speciáln¥ tedy platí, ºe

u neabsolutn¥ konvergentních °ad sou£et na p°erovnání závisí.

U absolutn¥ konvergentních °ad je situace op¥t naprosto opa£ná. Je-li
∞∑
n=1

an

absolutn¥ konvergentní, potom pro kaºdou bijekci σ : N→ N platí

∞∑
n=1

aσ(n) =

∞∑
n=1

an.

Sou£et tedy v tomto p°ípad¥ na p°erovnání nezávisí.

V¥ta 26 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Nech´ {bn}∞n=1 a {an}∞n=1 jsou
posloupnosti s reálnými £leny, {an}∞n=1 monotonní.

Pokud platí alespo¬ jedna z následuj¢ích podmínek:

� (Dirichlet) lim
n→∞

an = 0 a posloupnost £áste£ných sou£t· °ady
∞∑
n=1

bn je

omezená,

� (Abel) posloupnost {an}∞n=1 je omezená a °ada
∞∑
n=1

bn konverguje,

potom °ada
∞∑
n=1

anbn konverguje.

4.3 Sou£in °ad

De�nice 27 (Cauchy·v sou£in °ad). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou nekone£né

°ady, potom jejich Cauchy·v sou£in de�nujeme jako °adu
∞∑
n=1

cn, kde

cn =

n∑
k=1

akbn−k+1.

V¥ta 28 (sou£in °ad). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou absolutn¥ konvergentní °ady

se sou£ty A, resp. B, potom jejich Cauchy·v sou£in konverguje absolutn¥ a má
sou£et A ·B.
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Pro (neabsolutn¥ konvergentní °adu)
∞∑
n=1

(−1)n√
n

platí, ºe limita

lim
n→∞

n∑
k=1

akan−k+1

neexistuje, sou£in této °ady se sebou samou tedy nekonverguje. Pokud poloºíme

exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R,

potom (po úpravách za vyuºití binomické v¥ty a p°edchozí v¥ty o sou£inu °ad)
dostaneme

exp(x) · exp(y) =

( ∞∑
n=0

xn

n!

)
·

( ∞∑
n=0

yn

n!

)
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
xk

k!
· yn−k

(n− k)!

)

=

∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
= exp(x+ y).

Sta£í je²t¥ dokázat, ºe

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= 1,

a budeme kone£n¥ mít dob°e de�novanou exponenciální funkci. Porovn¥ m·ºeme
de�novat

sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
a cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

4.4 Posloupnosti a °ady komplexních £ísel

Posloupnosti a °ady komplexních £ísel de�nujeme analogicky k reálnému p°í-
padu. Posloupností myslíme zobrazení f : N→ C a op¥t pouºíváme zna£ení an
místo f(n) a {an}∞n=1. Limitu de�nujeme obdobn¥ (pro L ∈ C)

lim
n→∞

an = L ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ n ∈ N, n ≥ N : |an − L| < ε.

Zde pouºíváme obvyklé zna£ení |z| =
√
zz. Nekone£né °ady a jejich sou£ty

de�nijeme op¥t analogicky k reálnému p°ípadu (pouºíváme limity £áste£ných
sou£t·).

Je dobré si uv¥domit, ºe v jistém smyslu nejde v zásad¥ o nic nového, protoºe
°ady komplexních £ísel m·ºeme studovat po sloºkách, platí totiº

∞∑
n=1

(an + bni) = a+ bi ⇐⇒

( ∞∑
n=1

an = a

)
∧

( ∞∑
n=1

bn = b

)
.
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Speciáln¥ tedy platí, ºe vy²et°ování konvergence °ad komplexních £ísel lze (ale-
spo¬ teoreticky) p°evést na vy²etrování konvergence °ad reálných £ísel. Rovn¥º
stále platí nutná podmínka konvergence lim

n→∞
an = 0 a i tvrzení

∞∑
n=1

|an| <∞ =⇒
∞∑
n=1

an konverguje (tj. má sou£et v C).

Platí i v¥ta o sou£inu °ad (pro absolutn¥ konvergentní °ady). Speciáln¥ tedy
m·ºeme roz²í°it de�nici exponenciální funce na C a bude stále platit exp(x+y) =
exp(x) exp(y). Odtut snadno odvodíme

ea+bi = ea(cos b+ i sin b).

Toho jsme vyuºili k d·kazu následujícího uºite£ného tvrzení: je-li x 6= 2kπ,
k ∈ Z, potom mají °ady

∞∑
n=1

sin(nx) a
∞∑
n=1

cos(nx)

omezené posloupnosti £áste£ných osu£t·. V kombinaci s Dirichletovým kritériem

tedy dostaneme nap°íklad konvergenci °ady
∞∑
n=1

sinn√
n
.

5 Mocninné °ady

De�nice 29 (mocninná °ada). Nech´ {an}∞n=0 je posloupnost kompexních £ísel

a z0 ∈ C. Symbol
∞∑
n=1

an(z − z0)n budeme nazývat mocninnou °adou se st°edem

z0.

Poznámky a p°íklady. 1. Formálním dosazením konkrétní hodnoty z ∈ C
do mocninné °ady dostaneme klasickou £íselnou °adu, kterou m·ºeme stu-
dovat obvyklými metodami.

2. Nap°íkad volbou an = 1, n ∈ N, dostaneme geometrickou °adu, pro tu
platí

∞∑
n=0

zn

{
konverguje absolutn¥ pro |z| < 1

nesp¬uje nutnou podmínku konvergence pro |z| > 1.

Volbou an = 1
n! dostaneme °adu de�nující exponenciální funkci, která kon-

verguje absolutn¥ pro v²echna z ∈ C.

V¥ta 30 (polom¥r konvergence). Nech´
∞∑
n=0

an(z − z0)n je mocninná °ada a

z ∈ C. Poloºme R =
1

lim sup n
√
|an|

(s konvencí 1
∞ = 0 a 1

0 =∞). Potom
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1. pokud |z − z0| < R, potom (£íselná) °ada
∞∑
n=0

an(z − z0)n konverguje ab-

solutn¥,

2. pokud |z − z0| > R, potom (£íselná) °ada
∞∑
n=0

an(z − z0)n diverguje (°ada

nespl¬uje nutnou podmínku konvergence).

Poznámky a p°íklady. 1. Hodnot¥ R z p°edchozí v¥ty °íkáme polom¥r kon-

vergence mocninné °ady
∞∑
n=1

an(z − z0)n. Podmínky (1) a (2) ur£ují polo-

m¥r konvergence jednozna£n¥.

2. Pokud existuje limita lim
n→∞

|an|
|an+1|

, potom je její hodnota rovna polom¥ru

konvergence.

3. Pro °adu
∞∑
n=0

zn platí R = 1, pro °adu
∞∑
n=0

zn

n!
platí R =∞.

V¥ta 31 (derivace mocninné °ady). Nech´
∞∑
n=0

anz
n je mocninná °ada s polo-

m¥rem konvergence R. Pro x ∈ (−R,R) poloºme

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

Potom pro x ∈ (−R,R) existuje vlastní f ′(x) a platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

nanz
n−1.

Navíc platí, ºe mocninná °ada napravo má polom¥r konvergence R.

Poznámky a p°íklady. 1. V¥tu m·ºeme aplikovat opakovan¥, £ímº speci-

áln¥ dostaneme, ºe °ada f(x) =

∞∑
n=0

anx
n de�nuje na intervalu (−R,R)

nekone£n¥krát (spojit¥) diferencovatelnou funkci.

2. Pro exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R, platí

(exp(x))′ =

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= exp(x).
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Protoºe exp(0) = 0, dostáváme speciáln¥

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= 1.

Tím jsme kone£n¥ dokon£ili d·kaz existence a jednozna£nosti exponenci-
ální funkce.

3. (integrace mocninné °ady) V¥ta má i svou integrální verzi: pokud f(x) =
∞∑
n=0

anx
n a g(x) =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
, potom

∫
f

c
= g na (−R,R).

4. (verze pro ur£itý integrál) Pro −R < a < b < R platí (pro Newton·v i
Riemann·v integrál)∫ b

a

∞∑
n=0

anx
n dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

anx
n dx.

5. V¥tu £asto pouºíváme ke s£ítání £íselných °ad. Nap°íklad snadno ov¥°íme,

ºe pro f(x) =

∞∑
n=1

xn

n
platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x

a tedy
f(x)

c
= − log(1− x), |x| < 1.

Porovnáním hodnot v bod¥ 0 (f(0) = 0 a − log(1− 0) = 0) pak dostaneme
integra£ní konstantu rovnu nule a platí f(x) = − log(1− x), |x| < 1. Tedy

nap°íklad pro £íselnou °adu
∞∑
n=1

1

n5n
dostaneme sou£et − log( 5

4 ).

Je pozoruhodné, ºe a£koliv je výsledná fukce − log(1−x) de�nována v bod¥

−1 a mocninná °ada
∞∑
n=1

xn

n
rovn¥º konverguje v bod¥ −1 (podle Leibnizova

kritéria), nem·ºeme podle v¥ty usoudit, ºe platí
∞∑
n=1

(−1)n

n
= − log 2.

Tato rovnost ov²em skute£n¥ platí a je d·sledkem následujícího tvrzení

známého jako Abelova v¥ta: nech´
∞∑
n=0

anz
n je mocninná °ada s polom¥rem

konvergence R. Potom platí
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(a) pokud konverguje °ada
∞∑
n=0

anR
n, potom platí

∞∑
n=0

anR
n = lim

x→R−

∞∑
n=0

anx
n

(b) pokud konverguje °ada
∞∑
n=0

an(−R)n, potom platí

∞∑
n=0

an(−R)n = lim
x→R+

∞∑
n=0

anx
n.

6. Pro f(x) =

∞∑
n=0

anx
n, x ∈ (−R,R) a n ∈ N platí

f (k)(x) =

∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k.

Dosazením x = 0 dostaneme f (k)(0) = k!ak, tedy rovn¥º platí ak =
f (k)

k!
a

dostáváme koe�cienty, které dob°e známe z Taylorových polynom·. Platí
tedy, ºe funkce zadaná mocninnou °adou je v kruhu konvergence sou£tem
tzv. Taylorovy °ady (se stejným st°edem), ve smyslu následující de�nice.

De�nice 32 (Taylorova °ada). Nech´ f je funkce, která je nekone£n¥krát dife-
rencovatelná v bod¥ x0. Porom de�nujeme její Taylorovu °adu se st°edem v bod¥
x0 jako

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Obecn¥ neplatí, ºe by funkce m¥la být sou£tem své mocninné °ady (i kdyº
tato konverguje) kdekoliv mimo st°ed x0. Nap°íklad funkce

f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0.

spl¬uje f (n)(0) = 0, n ∈ N a tedy p°íslu²ná Taylorova °ada se st°edem v bod¥ 0
konverguje na R k hodnot¥ 0, nicmén¥ f(x) 6= 0, x 6= 0.

Taylorovy °ady nemusíme nutn¥ po£ítat z de�nice, ale £ato m·ºeme vyuºít
na²e poznatky z teorie mocninných °ad (na základ¥ vý²e uvedené poznámky),
nap°íklad pro funkci f(x) = arctanx platí

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−x2)n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n, |x| < 1,
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a tedy (po ur£ení integra£ní konstanty)

f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, |x| < 1.

Mocninná °ada napravo je pak uº nutn¥ Taylorovou °adou funkce arctanx se
st°edem v bod¥ 0.

De�nice 33 (reáln¥ analytická funkce). �íkáme, ºe funkce f de�novaná na ote-
v°eném intervalu I je reáln¥ analytická (na I), pokud pro kaºdé x0 ∈ I existuje
δ > 0, ºe f je sou£tem své Taylorovy °ady se st°edem v bod¥ x0 na intervalu
(x0 − δ, x0 + δ).

Nap°íklad funkce log x je reáln¥ analytickou funkcí na intervalu (0,∞). Její
Taylorovu °adu pro obecné x0 ∈ (0,∞) (jejímº je pak nutn¥ sou£tem na (x0 −
R, x0 + R), kde R je p°íslu²ný polom¥r konvergence) jsme spo£ítali (metodou
podobnou vý²e uvedenému výpo£tu u funkce arctanx) jako

log(x0) +
∞∑
n=0

(−1)n
1

xn+1
0

(x− x0)n+1

n+ 1
.

Polom¥r konvergence je zjevn¥ roven x0.
Pro reáln¥ analytické funkce tedy platí násladující: jsou-li f a g reáln¥ ana-

lytické na okolí bodu x0 a platí f (n)(x0) = g(n)(x0), n = 0, 1, . . . , potom f = g
na okolí bodu x0.

Jinými slovy: mocninné °ady se shodují, práv¥ tehdy, kdyº se shodují v²echny
jejich koe�cienty. To m·ºeme pouºít nap°íklad p°i °e²ení diferenciálních rovnice,
kde (za p°edpokladu existence reáln¥ analytického °e²ené), m·ºeme hledat °e²ení
ve tvaru mocninné °ady.

Zkusíme nalézt °e²ení rovnice y′′ = y ve tvaru mocninné °ady. P°edpoklá-

dejme, ºe y =

∞∑
n=0

anx
n. Potom

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2.

Protoºe dv¥ mocninné °ady se rovnají práv¥ tehdy, kdyº se rovnají v²echny
jejich koe�cienty, bude y °e²ením rovnice práv¥ tehdy, kdyº bude platit

an−2 = n(n− 1)an, n ≥ 2.

Opakovaným vyuºitím tohoto vztahu dostaneme podmínky

a2k =
a0

(2k)!
a a2k+1 =

a1
(2k + 1)!

. k ∈ N.

Hodnoty a0 a a1 pak odpovídají po£áte£ní podmínce

y(0) = a0, y′(0) = a1.
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Volbou a0 = 1 a a1 = 0 dostaneme

y =

∞∑
n=0

x2k

(2k)!
= argcoshx,

volbou a0 = 0 a a1 = 1 dostaneme

y =

∞∑
n=0

x2k+1

(2k + 1)!
= argsinhx.

Mocninné (Taylorovy) °ady m·ºeme rovn¥º po£ítat pomocí pravidel, která známe
z výpo£tu Taylorových polynom·.

�

∞∑
n=0

(αan + βbn)xn = α

∞∑
n=0

anx
n + β

∞∑
n=0

bnx
n,

�

( ∞∑
n=0

anx
n

)
·

( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
xn.

6 Alternativní s£ítací metody

De�nice sou£tu nekone£né °ady pomocí limity £áste£ných sou£t· nemusí vºdy
vyhovovat na²im pot°ebám. Existuje mnoho dal²ích zp·sob·, jak sou£et °ady
de�novat a vyuºívají se rovn¥º r·zné axiomatické p°ístupy, nap°íklad m·ºeme
poºadovat platnost následujících axiom·

(N1) (N)

∞∑
n=0

(αan + βbn) = α(N)

∞∑
n=0

an + β(N)

∞∑
n=0

bn,

(N2) (N)

∞∑
n=0

an = a0 + (N)

∞∑
n=0

an+1.

Z t¥chto axiom· nap°íklad dostaneme

(N)

∞∑
n=0

xn = 1 + (N)

∞∑
n=0

xn+1 = 1 + x(N)

∞∑
n=0

xn,

coº dává

(N)

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

za p°edpokladu, ºe (N)

∞∑
n=0

xn je dob°e de�nována a vlastní. Zpravidla také

poºadujeme, aby platilo

(N)

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

an,
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pokud °ada konverguje v klasickém smyslu. Ukázali jsme si dv¥ metody, které
tuto podmínku i oba axiomy (N1) a (N2) spl¬ují (existují ale ²iroce uºívané
s£ítací metody, které nap°íklad nespl¬ují axiom (N2)).

První byla Cesarovská s£ítatelnost, kde de�nujeme

(C)

∞∑
n=0

an = lim
n→∞

s0 + s1 + · · · sn
n+ 1

,

pokud je limita napravo vlastní, Místo limity £áste£ných sou£t· sn tedy pou-
ºíváme limitu jejich aritmetických p·m¥ru (tzv. Cesarovskou limitu). Pomocí
této metody jsme spo£ítali

(C)

∞∑
n=0

(−1)n =
1

2

Druhá byla Abelovská s£ítatalnost, kde de�nujeme

(A)

∞∑
n=0

an = lim
x→1−

( ∞∑
n=0

anx
n

)
,

pokud je limita napravo vlastní. Tuto limitu známe z Abelovy v¥ty.
Jako p°íklad jsme spo£ítali

(A)

∞∑
n=0

(−1)n+1n =
1

4
.

Rovn¥° jsem si ukázali, ºe tato °ada není Cesarovsky s£ítatelná (byla by ale
s£ítatelné Cesarovskou metodou druhého °ádu, kde bychom po£ítali limitu arit-
metických p·m¥r· z aritmetických p·m¥r·).

7 Metrické prostory

De�nice 34 (Metrický prostor). Metrickým prostorem nazýváme dvojici (M,ρ),
kde M je mnoºina a ρ : M ×M → [0,∞) je zobrazení (tzv. metrika) sp¬ující
pro x, y, z ∈M :

1. ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x),

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) (trojúhelníková nerovnost)

Na mnoºin¥ R máme nap°íklad metriky

ρ(x, y) = |x− y|, nebo ρ(x, y) = arctan |x− y| (7)
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obdobn¥ m·ºeme vybavit mnoºinu Rd metrikami

ρ(x, y) =

√√√√ d∑
n=1

(xn − yn)2, nebo ρ(x, y) =

d∑
n=1

|xn − yn|, (8)

které jsou speciálními p°ípady metrik

ρ(x, y) =

(
d∑

n=1

|xn − yn|p
) 1

p

, p ≥ 1, (9)

p°ípadn¥ metrikou
ρ(x, y) = max

n=1,...,d
|xn − yn|, (10)

která bývá £asto chápána jako limitní p°ípad metrik v (9) pro p =∞. Podobné
metriky zavádíme i na prostorech posloupností

ρ({xn}, {yn}) =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p

, p ≥ 1, (11)

na prostoru v²ech posloupností {xn} pro které platí
∞∑
n=1

|xn|p <∞, p°ípadn¥

ρ({xn}, {yn}) = sup
n∈N
|xn − yn|, (12)

na prostoru v²ech posloupností {xn} pro které platí sup
n∈N
|xn| <∞ (tj. omezených

posloupností).
Rovn¥º prostor C([a, b]) m·ºeme vybavit metrikami podobného typu

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f − g|p
) 1

p

, resp. ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|. (13)

Obecn¥ rovn¥º platí, ºe libovolnou mnoºinu m·ºeme vybavit metrikou (tzv.
ultrametrikou)

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.
(14)

De�nice 35 (normovaný lineární prostor). Normovaným lineárním prostorem
nazýváme dvojici (V, || · ||), kde V je vektorový prostor nad t¥lesem R nebo C
a || · || : V → [0,∞) je zobrazení sp¬ující pro x, y ∈ V a λ ∈ R (resp. λ ∈ C)
podmínky

1. ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0 ∈ V ,

2. ||λx|| = |λ| · ||x||,
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3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Je-li || · || norma na V , potom ρ(x, y) := ||x−y|| je metrika na V (indukovaná
normou ||·||). P°íkladem takových metrik jsou v²echny p°edchozí p°íklady mimo
druhé metriky v (7) a ultrametriky v (14).

Je-li navíc V vektorový prostor vybavený skalárním sou£inem 〈·, ·〉, m·ºeme
vºdy de�novat normu na V jako ||x|| =

√
〈x, x〉. To je nap°íklad p°ípad metrik

(9), (11) a (13) pro p = 2.
V metrických a normovaných prostorech platí rovn¥º následující nerovnosti,

které známe z R:

|ρ(x, y)− ρ(x, z)| ≤ ρ(y, z),
∣∣||x|| − ||y||∣∣ ≤ ||x− y||

Analogicky k posloupnostem reálných a komplexních £ísel de�nujeme i po-
sloupnosti prvk· obecné mnoºiny M , tedy jako zobrazení z N do M .

De�nice 36 (limita posloupnosti v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) je met-
rický prostor a {xn}∞n=1 je posloupnost prvk· z M . �íkáme, ºe x ∈M je limitou
posloupnosti {xn}∞n=1 vzhledem k metrice ρ (pí²eme ρ − lim

n→∞
xn = x), pokud

platí lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0.

Alternativn¥ m·ºeme pochopiteln¥ limitu posloupnosti de�novat i známým
výrokem

lim
n→∞

xn = x ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ N : ρ(xn, x) < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Posloupnosti mající limitu podle de�nice vý²e
budeme nazývat konvergentní (v metrice ρ).

2. Limita v metrickém prostoru je ur£ena jednozna£n¥.

3. Posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ Rd, xn = (x1n, . . . , x
d
n), n ∈ N a x = (x1, . . . , xd)

platí
(ρ− limxn = x) ⇐⇒

(
limxin = xi, i = 1, . . . , d

)
,

pokud ρ je kterákoliv z p-metrik na Rd, p ∈ [1,∞].

Pro metriku

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.

na M platí a posloupnost {xn}∞n=1 ⊂M platí

(ρ− limxn = x) ⇐⇒ (∃ N ∈ N ∀ n ∈ N, n ≥ N : xn = x).

De�nice 37 (ekvivalentní normy a metriky). �íkáme, ºe dv¥ metriky ρ a d na
mnoºin¥ M jsou ekvivalentní, pokud existuje C > 0, ºe pro kaºdá x, y ∈M platí

C ρ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ 1

C
ρ(x, y).
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�íkáme, ºe dv¥ normy || · || a ||| · ||| na vektorovém prostoru V jsou ekviva-
lentní, pokud existuje C > 0, ºe pro kaºdé x ∈ V platí

C ||x|| ≤ |||x||| ≤ 1

C
||x||.

Nap°íklad v²echny p-metrky (normy) na Rd jsou (po dvou) ekvivalentní.
Rovn¥º platí, ºe ekvivivalence metrik (norem) je relací ekvivalence.

V¥ta 38 (spojitost metriky na normy). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor a
{xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 jsou posloupnosti v M pro které platí ρ − lim

n→∞
xn = x a

ρ− lim
n→∞

yn = y. Potom ρ− lim
n→∞

ρ(xn, yn) = ρ(x, y).

Nech´ (V, || · ||) je normovaný lineární prostor a {xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 je po-
sloupnost ve V pro kterou platí lim

n→∞
xn = x. Potom lim

n→∞
||xn|| = ||x||.

De�nice 39 (okolí, otev°ené a uzav°ené mnoºiny). Nech´ (M,ρ) je metrický
prostor. Okolí bodu x ∈M s polom¥rem ε > 0 (v metrice ρ) de�nujeme jako

U(x, ε) = {y ∈M : ρ(x, y) < ε}.

Prstencové okolí bodu x ∈ M s polom¥rem ε > 0 (v metrice ρ) pak de�nujeme
jako

P (x, ε) = U(x, ε) \ {x} = {y ∈M : 0 < ρ(x, y) < ε}.

Mnoºinu U ⊆M nazveme otev°enou (vzhledem k ρ), pokud platí

∀ x ∈ U ∃ ε > 0 : U(x, ε) ⊆ U.

Mnoºinu K ⊆M nazveme uzav°enou (vzhledem k ρ), pokud je mnoºina M \K
otev°ená (vzhledem k ρ).

Poznámky a p°íklady. 1. okolí U(x, ε) je vºdy otev°ená mnoºina, uzav°ený
interval je uzav°ená mnoºina (v klasické metrice na R). V metrice

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.

je kaºdá mnoºina otev°ená i uzav°ená. V libovolném metrickém prostoru
(M,ρ), jsou mnoºiny ∅ a M uzav°ené i otev°ené.

2. Libovolné sjednocení otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina: je-li {Ua},
a ∈ A, systém otev°ených mnoºin, je i

⋃
a∈A

Ua otev°ená mnoºina (ve stejné

metrice),

Kone£ný pr·nik otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina: jsou-li U1, . . . , Un

otev°ené mnoºiny, je i
n⋂
k=1

Uk otev°ená mnoºina (ve stejné metrice).
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Libovolný pr·nik uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina: je-li {Ka}, a ∈
A, systém uzav°ených mnoºin, je i

⋂
a∈A

Ka uzav°ená mnoºina (ve stejné

metrice),

kone£né sjednocení uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina: jsou-li K1, . . . ,Kn

uzav°ené mnoºiny, je i
n⋃
k=1

Uk uzav°ená mnoºina (ve stejné metrice).

De�nice 40 (spojitost v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva
metrické prostory, ϕ : M → X, a ∈M a A ⊆M , a ∈ A. Potom °íkáme, ºe ϕ je

� spojité v bod¥ a, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Uρ(a, δ) : ϕ(x) ∈ Ud(ϕ(a), ε).

� spojité v bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ A, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Uρ(a, δ) ∩A : ϕ(x) ∈ Ud(ϕ(a), ε).

� spojité, pokud je spojité ve v²ech bodech M ,

� spojité vzhledem k A, pokud je ve v²ech bodech A spojité vzhledem k A.

V¥ta 41 (charakterizace spojitosti). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva metrické
prostory a ϕ : M → X. Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:

1. ϕ je spojité,

2. ϕ−1(U) je otev°ená pro kaºdou U ⊆ X otev°enou,

3. ϕ−1(K) je uzav°ená pro kaºdou K ⊆ X uzav°enou.

Analogické tvrzení ov²em neplatí pro obraz, nap°. arctanx je spojitá a
arctan(R) = (−π2 ,

π
2 ) otev°ená a sinx je spojitá a sin(R) = [−1, 1] je uzav°ená

(p°ipome¬me, ºe mnoºina R je (v R) uzav°ená i otev°ená).

De�nice 42 (hromadný a izolovaný bod). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor,
A ⊂M . Bod a ∈M nazveme hromadným bodem mnoºiny A, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ x ∈ A : x ∈ P (a, ε).

Bod a ∈ A nazveme izolovaným bodem mnoºiny A, pokud není jejím hromadným
bodem.

De�nice 43 (vnit°ek, uzáv¥r a hranice). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor,
A ⊆M . Potom de�nujeme

� uzáv¥r mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako pr·nik v²ech uzav°ených mnoºin v
M obsahujících A (zna£íme A),
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� vnit°ek mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako sjednocení v²ech otev°ených mnoºin
v M obsaºených v A (zna£íme A◦),

� hranici mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako ∂A = A ∩ M \A (alternativn¥
∂A = A \A◦)

Snadno nahlédneme, ºe A je vºdy uzav°ená mnoºina (je to nejmen²í uzav°ená
mnoºina obsahující A), A◦ je vºdy otev°ená mnoºina (je to nejv¥t²í otev°ená
mnoºina obsaºená v A) a ∂A je vºdy uzav°ená.

Pro A = {x2 + y2 ≤ 1} platí

A◦ = {x2 + y2 < 1}, ∂A = {x2 + y2 = 1}, A = A = A◦.

Poznamenejme, ºe poslední rovnost neplatí vºdy (mnoºina m·ºe mít prázdný
vnit°ek). Rovn¥º platí, ºe je-li a hromadným bodem A, pak a ∈ A (A je ve
skute£nosti sjednocením A a v²ech jeho hromadných bod·).

De�nice 44 (limita v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva
metrické prostory a ϕ : M → X, A ⊆ M a a hromadný bod A. Potom °íkáme
ºe b ∈ X je

� limitou zobrazení ϕ v bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ A (zna£íme lim
A3x→a

ϕ(x) =

b), pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Pρ(a, δ) ∩A : ϕ(x) ∈ Ud(b, ε),

� limitou zobrazení ϕ v bod¥ a (zna£íme lim
x→a

ϕ(x) = b) pokud platí lim
M3x→a

ϕ(x) =

b.

Poznámky a p°íklady. 1. pro takto de�nované limity platí mnoho v¥t, které
známe u funkcí jedné prom¥nné (p°edev²ím jednozna£nost limity, limita
sloºené funkce, Heineho v¥ta, ale i mnoho dal²ích), pro p°ípad X = R
múºeme p°idat i aritmetiku limit a dva stráºníky.

2. lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= 0, lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
neexistuje.

Dále de�nujeme následující dv¥ d·leºIté t°ídy metrických prostor·:

� úplné prostory jako prostory pro které platí

{xn} konvergentní ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀m,n ∈ N,m, n ≥ N : |xn−xm| < 0

(tedy zhruba °e£eno prostory, kde platí v¥ta o Bolzano-Cauchyov¥ pod-
mínce)

� kompaktní prostory, kde zhruba °e£eno platí Bolzano-Weierstrassova v¥ta,
tedy:
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De�nice 45 (kompaktní metrický prostor). Metrický prostor (M,ρ) nazýváme
kompaktní, pokud platí, ºe kaºdá posloupnost v M má konvergentní podposloup-
nost (v M vzhledem k ρ).

Platí, ºe R je úplný metrický prostor, Q není úplný, [0, 1] je kompaktní
(Bolzano-Weierstrassova v¥ta), R není kompaktní (v²e s obvyklou metrikou na
R, rezp. zd¥d¥nou z R).

Normované lineární prostory, které jsou úplné nazýváme Banachovy (nap°.
C([0, 1])), prostory se skalárním sou£inem, které jsou úplné pak Hilbertovy
(nap°. l2).

8 Funkce více prom¥nných

De�nice 46 (parciální derivace). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G, i ∈
{1, . . . , d}. Parciální derivaci funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té sou°adnici (podle
xi) de�nujeme jako

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
,

pokud limita napravo existuje.
Parciální de�vaci 2. °ádu funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té a následn¥ j-té

sou°adnice pak de�nujeme jako
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a) a zna£íme

∂2f

∂xj∂xi
(a). Parciální

derivace vy²²ích °ád· de�nujeme analogicky.

De�nice 47 (totální diferenciál). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G. Lineární
zobrazení L : Rd → R nazýváme totálním diferenciálem (derivací) funkce f v
bod¥ a (zna£íme df(a), f ′(a), Df (a)) pokud platí

lim
h→(0,...,0)

f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
.

Poznámky a p°íklady. 1. Pro
∂2f

∂xi∂xi
(a) zpravidla pouºíváme zápis

∂2f

∂x2i
(a)

(a podobn¥ pro derivace vy²²ích °ád·).

2. Parciální derivace a totální diferenciál de�nujeme podobn¥ i pro zobrazení
F : Rd → Rm, která derivujeme po sloºkách, tedy nap°íklad

∂F

∂xi
(a) =

(
∂F1

∂xi
(a), . . . ,

∂Fm
∂xi

(a)

)T
.

3. Ozna£íme-li ϕ(h) =
f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
, h 6= 0, potom platí

f(a+ h)− f(a) = Lh+ |h|ϕ(h),

kde ϕ(h)→ 0, pro h→ 0. Toto je triviální, ale velice uºite£ná reformulace
de�nice totálního diferenciálu.
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4. Podobn¥ jako parciální derivace de�nujeme i derivaci v obecném sm¥ru
v ∈ Rd \ {0} jako

Dvf(a) = lim
h→0

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Platí tedy, ºe parciální derivace podle xi je sm¥rovou derivací ve sm¥ru ei.

V¥ta 48 (vlastnosti totálního diferenciálu). Nech´ f : Rd ⊃ Df → R má totální
diferenciál v bod¥ a, potom platí

1. f je spojitá v a,

2. existují ∂f
∂xi

(a), i = 1, . . . , d a platí df(a) · h =
∑d
i=1 hi

∂f
∂xi

(a).

Vektoru
∇f(a) =

(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) . . . ∂f
∂xd

(a)
)
.

°íkáme gradient funkce f v bod¥ a. Analogií gradientu pro zobrazení je Jacobiho
matice (zobrazení F v bod¥ a) de�novaná jako

JF (a) =


∂F1
∂x1

(a) . . . ∂F1
∂xd

(a)

...
. . .

...

∂Fm
∂x1

(a) . . . ∂Fm
∂xd

(a)

 ,

p°i£emº op¥t platí dF (a) · h = Jf (a) · h.

V¥ta 49 (parciální derivace a totální diferenciál). Nech´ f má v²echny parciální
derivace 1. °ádu na okolí bodu a ∈ Rd, potom

1. pokud existuje C ∈ R, ºe
∣∣∣ ∂f∂xi ∣∣∣ < C, i = 1, . . . d, na n¥jakém okolí bodu a,

potom f je spojitá v a

2. jsou-li v²echny parciální derivace 1. °ádu spojité v bod¥ a, potom f má v
bod¥ a totální diferenciál.

V¥ta 50 (diferenciál sloºeného zobrazení). Nech´ F : Rd ⊃ DF → Rm a G :
Rm ⊃ DG → Rk a nech´ existují dF (a) a dG(F (a)). Potom existuje d(G◦F )(a)
a platí d(G ◦ F )(a)h = dG(F (a)) · dF (a)h, h ∈ Rd.

Poznámky a p°íklady. 1. Nech´ pro f, g : R → R existují f ′(a) a g′(a).
De�nujme F : R → R2 a G : R2 → R jako F = (f, g) a G(u, v) = uv.
Potom podle vý²e uvedené v¥ty dostaneme

(fg)′(a) =
(
g(a) f(a)

)
·
(
f ′(a)
g′(a)

)
= g(a)f ′(a) + f(a)g′(a),

tedy známé pravidlo o derivaci sou£inu.
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Stejným zp·sobem m·ºeme dostat pro f, g : Rd → R pravidlo

d(fg)(a) = g(a)df(a) + f(a)dg(a)

a obdobn¥ m·ºeme získat i analogii klasického pravidla o derivaci podílu.

2. (°etízkové pravidlo) pro speciální p°ípad F : Rd → Rm a g : Rm → R (tedy
g ◦ F : Rd → R) dostaneme

∂(g ◦ F )

∂xi
(a) =

m∑
k=1

∂g

∂uk
(F (a))

∂Fk
∂xi

(a).

V¥ta o diferenciálu sloºeného zobrazení má jako d·sledek i následující v¥tu
o st°ední hodnot¥:

V¥ta 51 (o st°ední hodnot¥). Nech´ U ⊂ Rd je otev°ená, f : U → R a df(a)
existuje pro v²echna a ∈ U . Potom pro kaºdou dvojici a, b ∈ U spl¬ující

L = {(1− t)a+ tb : t ∈ (0, 1)} ⊂ U

existuje γ ∈ L, ºe platí

f(b)− f(a) =

d∑
k=1

∂f

∂xk
(γ)(bk − ak).

V¥ta 52 (o implicitní funkci). Nech´ U ⊂ Rd+m je otev°ená, F : U → Rm,
k ∈ N, F ∈ Ck(U), (a, b) ∈ U (a ∈ Rd, b ∈ Rm). P°edpokládejme, ºe F (a, b) = 0.
Ozna£me

JX =


∂F1
∂x1

(a, b) . . . ∂F1
∂xd

(a, b)

...
. . .

...

∂Fm
∂x1

(a, b) . . . ∂Fm
∂xd

(a, b)

 a JU =


∂F1
∂xd+1

(a, b) . . . ∂F1
∂xd+m

(a, b)

...
. . .

...

∂Fm
∂xd+1

(a, b) . . . ∂Fm
∂xd+m

(a, b)

 .

a M = {(x, u) ∈ U : F (x, u) = 0} a p°edpokládejme, ºe platí

1. (a, b) ∈M ,

2. det(JU ) 6= 0.

Potom existují δ,∆ > 0 taková, ºe pro kaºdé x ∈ U(a, δ) existuje práv¥ jedno
ux ∈ U(b,∆) takové, ºe (x, ux) ∈ M . Navíc, ozna£íme-li jako ϕ zobrazení p°i-
°azující bodu x ∈ U(a, δ) bod ux jako vý²e, je toto zobrazení Ck(U(a, δ)) a platí

Jϕ(a) = −J−1U JX .
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Poznámky a p°íklady. 1. (inverzní zobrazení) Nech´ V ⊂ Rd je otev°ená,
G : V → Rd, G ∈ C1(V ), b ∈ V , det JG(b) 6= 0. De�nujme F : Rd × V →
Rd jako

F (x, u) = G(u)− x, (x, u) ∈ Rd × V =: U ⊂ R2d.

Potom pro a = (G(b), b) (a obvyklé zna£ení pro JX a JU jako ve v¥t¥ o
implicitní funkci) platí

F (a) = G(b)−G(b) = 0, det JU = det JG(b) 6= 0, JX = − Id .

Tedy existuje δ > 0 a zobrazení ϕ : U(G(b), δ) → Rd, pro které platí
F (x, ϕ(x)) = 0, x ∈ U(G(b), δ) a ϕ(G(b)) = b. To je ale totéº jako

G(ϕ(x)) = x, x ∈ U(G(b), δ).

Zobrazení ϕ je tedy inverzním zobrazením k zobrazení G na okolí bodu
G(b) (proto budeme psát G−1 místo ϕ). Navíc platí G−1 ∈ C1(U(G(b), δ))
a

JG−1(G(b)) = −J−1U JX = −(JG(b))−1(− Id) = (JG(b))−1.

Zobrazením G ∈ C1(U), pro která platí det JG(x) 6= 0, x ∈ U , °íkáme re-
gulární. V dimenzi jedna jsme si v zimním semestru dokázali existenci glo-
bální inverzní funkce k funkci f spl¬ující nap°íklad f ′ > 0 na intervalu. Ve
vy²²í dimenzi ov²em nem·ºeme existenci globální inverze regulárních zob-
razení o£ekávat, sta£í uváºit zobrazení G : (0,∞)× R→ R2 de�novaného
jako G(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ). To je regulární (det JG(r, ϕ) = r > 0), ale
nemá globální inverzi.

8.1 Extrémy funkcí více prom¥nných

Extrémy u funkcí více prom¥nných de�nujeme analogicky jako v dimenzi 1.

V¥ta 53 (nutná podmínka pro lokální extrém). Pokud má f v bod¥ a lokální
extrém a ∂f

∂xi
(a) existuje, potom ∂f

∂xi
(a) = 0.

De�nice 54 (Hessova matice). Nech´ má funkce f : Rd ⊃ Df → R v²echny
derivace 2. °ádu v bod¥ a. Hessovu matici funkce f v bod¥ a de�nujeme jako

Hf (a) =



∂2f
∂x21

(a) . . .
∂2f

∂xd∂x1
(a)

...
. . .

...

∂2f
∂x1∂xd

(a) . . .
∂2f
∂x2d

(a)


V¥ta 55 (zám¥nnost parciálních derivací). Nech´ f ∈ C2(U), a ∈ U , potom pro
i, j ∈ {1, . . . , d} platí

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).
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Spaciáln¥ vý²e uvedená v¥ta implikuje, ºe pro funkci f ∈ C2(U) a a ∈ U je
Hf (a) symetrická matice.

Uspo°ádanou N -tici α = (a1, . . . , aN ) ∈ NN0 budeme nazývat multiindexem.
Velikostí multiindexu α pak budeme nazývat hodnotu |α| = a1 + · · ·+ aN . Dále
de�nujeme (

|α|
α

)
=

|α|!
a1! · · · aN !

,

pro f ∈ C |α|(U) a a ∈ U derivaci funkce f v bod¥ a vzhledem k (podle)
multiindexu α jako

Dαf(a) =
∂|α|f

∂xa11 · · · ∂x
aN
N

(a)

a mocninu x ∈ RN na multiindex α jako

xα = xa11 · · ·x
aN
N .

De�nice 56 (Taylor·v polynom). Nech´ U ⊆ Rd je otev°ená, N ∈ N0, f ∈
CN (U), a ∈ U . Taylorovým polynomem funkce f v bod¥ a stupn¥ N budeme
nazývat polynom

TNf,a(x) = f(a) +

N∑
n=1

1

n!

∑
|α|=n

(
n

α

)
Dα
f (a)(x− a)α.

V¥ta 57 (Pean·v tvar zbytku). Nech´ U ⊆ Rd je otev°ená, N ∈ N0, f ∈
CN (U), a ∈ U , potom platí

lim
x→a

f(x)− TNf,a(x)

|x− a|N
= 0.

Lemma 58. Nech´ A je symetrická pozitivn¥ de�nitní matice, potom existuje
α > 0, ºe xTAx ≥ α|x|2.

V¥ta 59 (posta£ující podmínka pro lokální extrém). Nech´ f : U → R, U ⊂ Rd
otev°ená, f ∈ C2(U), a ∈ U . Nech´ navíc ∇f(a) = 0, potom:

� je-li Hf (a) pozitivn¥ de�nitní, potom má f v a lokální minimum,

� je-li Hf (a) negativn¥ de�nitní, potom má f v a lokální maximum,

� je-li Hf (a) inde�nitní, potom f v a nemá lokální extrém.

De�nice 60 (extrémy vzhledem k mnoºin¥). Nech´ f : Rd ⊃ Df → R, M ⊂
Df , a ∈M . Potom °íkáme, ºe f má v bod¥ a

� lokální maximum vzhledem k mnoºin¥ M , pokud existuje δ > 0, ºe pro
v²echna x ∈ P (a, δ) platí f(x) ≤ f(a),

� globální maximum vzhledem k mnoºin¥ M , pokud pro v²echna x ∈M platí
f(x) ≤ f(a).
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Analogicky de�nujeme i lokální a globální minimum f vzhledem k M a ostré
varianty.

V¥ta 61 (o Lagrangeových multiplikátorech). Nech´ n, d ∈ N, n < d, U ⊂ Rd
otev°ená, f, g1, . . . , gn ∈ C1(U). Poloºme G = (g1, . . . , gn) a

M = {x ∈ G : G(x) = 0}.

Nech´ f má v bod¥ a ∈ M lokální extrém vzhledem k M , potom platí alespo¬
jedna z následujících podmínek:

1. vektory ∇g1(a), . . . ,∇gm(a) jsou lineárn¥ závislé,

2. existují λ1, . . . , λn ∈ R taková, ºe

∇f(a) =

n∑
i=1

λi∇gi(a).

Nech´ ϕ : Rd → R má v bod¥ z totální diferenciál. De�nujme ϕ : Rd → R
jako f(x) = ∇ϕ(z) · x (tedy f(x) je derivace ϕ v bod¥ z ve sm¥ru x). Poloºme
M = Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}. Potom podmínka (ii) z p°edchozí v¥ty
(podmínka (i) není spln¥na nikdy) dává pro extrém f v bod¥ a vzhledem k M
rovnici (g(x) = x21 + · · ·x2d − 1)

∇f(a) = ∇ϕ(z) = 2λ(a1, . . . , ad).

Tedy extrém· vzhledem kM nabývá f v bodech ± ∇ϕ(z)

|∇ϕ(z)|
. To odpovídá faktu,

ºe ∇ϕ(z) udává sm¥r nejv¥t²ího r·stu (a −∇ϕ(z) nejv¥t²ího klesání) funkce ϕ
v bod¥ z.

De�nice 62 (kompaktní mnoºina). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor a K ⊆
M . Potom °íkáme, ºe K je kompaktní, pokud je metrický prostor (K, ρ|K×K)
kompaktní.

V¥ta 63 (kompaktnost v Rd). Nech´ K ⊂ Rd je uzav°ená a omezená (existuje
δ > 0, ºe K ⊂ U(0, δ)), potom K je kompaktní.

Jako dúsledek pak platí, ºe je-li f spojitá vzhledem ke kompaktní mnoºin¥
M , pak vzhledem k M nabývá globálního maxima i globálního minima. Rovn¥º
triviáln¥ platí, ºe kaºdá kompaktní mnoºina je uzav°ená a omezená.

De�nice 64 (úplný metrický prostor). Metrický prostor (M,ρ) nazýváme úplný
pokud kaºdá posloupnost {xn} ⊂M spl¬ující podmínku

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ m,n ∈ N,m, n ≥ N : ρ(xn, xm) < ε

je konvergentní (tj. má limitu v M vzhledem k ρ).
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V¥ta 65 (kontraktivní zobrazení). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor. Zobrazení
Φ : M → M nazýváme kontraktivní (kontrakce), pokus existuje 0 < r < 1, ºe
pro v²echna x, z ∈M platí

ρ(Φ(x),Φ(z)) ≤ rρ(x, z).

V¥ta 66 (Banachova o kontrakci). Nech´ (M,ρ) je neprázvný úplný metrický
prostor a Φ : M → M kontrakce. Potom existuje práv¥ jedno x ∈ M pro které
platí Φ(x) = x (tzv. pevný bod zobrazení Φ).

V¥ta 67 (Picardova). Nech´ U ⊂ R × Rd je otev°ená a F : U → Rd a nech´
navíc platí

� F je spojitá na U ,

� pro kaºdé (a, b) ∈ U existují δ > 0 a L > 0, ºe pro v²echna (x, u), (x, v) ∈
U((a, b), δ) platí

|F (x, u)− F (x, v)| ≤ L|u− v|.

Potom pro kaºdé (a, b) ∈ U existuje δ > 0, ºe rovnice

f ′(x) = F (x, f(x))

má na intervalu (a− δ, a+ δ) práv¥ jedno °e²ení spl¬ující f(a) = b.
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